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Данная книга посвящена система- 
тическому изложению теории алгорит- 
мов и рекурсивных функций. В началь- 
ных главах указываются точные опре- 
деления различных классов рекурсивных 
функций, доказываются фундаменталь- 
кые свойства этих классов и строятся 
примеры рекурсивных функций, обла- 
дающих рядом 0с0бо важных свойств. 
В последующих главах рассматриваются 
классы алгоритмов, достаточные для 
вычисления произвольных рекурсивных 
функций и связанные с так называемы- 
ми машинами Тьюринга—Поста. He- 
сколько параграфов посвящены прило- 
жениям теории алгоритмов к алгебре 
(проблема эквивалентности слов в ко- 
нечно определенных полугруппах), ма- 
тематической логике (тождественно 
истинные формулы языка 1-й ступени) 
и теории чисел (проблема разрешимости 
диофантовых уравнений). 

Книга возникла из курса лекций, 
читанных автором в Новосибирском 
университете. Она может служить посо- 
бием при первоначальном изучении 
предмета. В книге содержится много 
дополнительного материала, появивше- 
гося в журналах лишь в последние годы. 
Это может сделать ее интересной и для 
аспирантов и научных работников, зани- 
мающихся как математической логикой, 
так и ее приложениями в математике, 
теории программирования, математиче- 
ской лингвистике и в других смежных 
областях науки. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Еще в 30-х годах нашего столетия математическая 
логика и возникавшая тогда теория алгоритмов казались 
наиболее абстрактными и наиболее далекими от практиче- 
ских приложений математическими дисциплинами. В насто- 
ящее время положение коренным образом изменилось. 
Ныне общепризнанно, что обе названные дисциплины 
образуют теоретический фундамент для создания и приме- 
нений быстродействующих вычислительных и управляю- 
щих систем. Резко возрос удельный вес математической 
логики и теории алгоритмов и в самой математике. Более 
того, в значительной степени через теорию алгоритмов 
и математическую логику происходит ныне проникновение 
математических методов в биологию, лингвистику, эконо- 
мику вплоть до философии естествознания. Все это 
привело к тому, что математическая‘ логика и теория 
алгоритмов начали проникать и в учебные планы наших 
университетов и пединститутов в качестве дисциплин, обя- 
зательных для изучения ее математиками всех 
специальностей. — 

Настоящая книга возникла в результате обработки 
конспектов лекций по математической логике, теории 
алгоритмов и их приложений, читавшихся автором 
B 1956—1959 гг. в Ивановском педагогическом институте 
ис 1960 г. в Новосибирском университете. В ней из- 
лагается лишь общая теория алгоритмов и рекурсив- 
ных функций. 

Целиком за пределами книги остались массивы теории 
автоматов, приложений теории алгоритмов к формальным 
теориям, теории степеней неразрешимости. Сколько-нибудь 
подробное изложение этих дисциплин в настоящее время 
требует специальных монографий. 
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Более серьезным недостатком предлагаемой книги может 
оказаться отсутствие в ней сведений о реальных вычисли- 
тельных машинах. Однако в настоящее время теория 
программирования и принципы устройства реальных вычи- 
слительных машин читаются во всех университетах в каче- 
стве самостоятельных курсов. По этим курсам написано 
много учебников самого различного уровня. Поэтому 
нам казалось излишним включать соответствующие вопро- 
сы в общую теорию алгоритмов и в данной книге они даже 
не упоминаются. 

Так как лекции по теории алгоритмов иногда читаются 
до лекций по математической логике, то логическая сим- 
волика используется нами в очень ограниченном размере 
и значения всех употребляемых логических символов 
подробно разъясняются. [lo этой же причине в книге 
не обсуждаются вопросы, связанные с НЩиОНиСтСкИМ 
и конструктивистским истолкованиями результатов. 

Как обычно, от читателей никаких предварительных 
специальных знаний, выходящих за пределы программы 
средней школы, не требуется. Доказательства всюду про- 
ведены полностью за исключением последних глав, где 
иногда опущены рассуждения рутинного характера, кото- 
рые легко восстановит каждый читатель, добравшийся 
до. этих глав. 

Первая половина книги в несколько ином виде была 
издана студентами Новосибирского университета в 1960 г. 
ротапринтным способом. Остальные главы читались в руко- 
писи сотрудниками и студентами кафедры алгебры и мате- 
матической логики НГУ. Всем им автор признателен 
за советы и замечания. 


А. И. Мальцев 


ВВЕДЕНИЕ 


Уже на самых ранних ступенях развития матема- 
тики (Древний Египет, Вавилон, Греция) в ней стали возни- 
кать различные вычислительные процессы чисто механиче- 
ского характера; с их помощью искомые величины ряда задач 
вычислялись последовательно из данных исходных величин 
по определенным правилам и инструкциям. Со временем 
все такие процессы в математике получили название алго- 
ритмов или — по другим написаниям — алгорифмов. 
Вплоть до 30-х годов нашего столетия это понятие алго- 
ритма в основе своей не менялось, хотя приобретало все 
большую и большую отчетливость. Тем не менее, это поня- 
тие оставалось интуитивным понятием, имевшим скорее 
методологическое, а не математическое значение. Сущность 
его легко уясняется из следующих примеров. 

В десятичной системе счисления натуральные числа 
изображаются конечными последовательностями цифр 
0, 1,..., 9. Спрашивается, как найти десятичную запись 
числа, равного сумме, разности, произведению, частному 
двух чисел, заданных своими десятичными записями? Извест- 
ные всем из начальной школы процессы, с помощью которых 
решаются эти задачи, и являются алгоритмами сложения, 
вычитания, умножения и деления целых чисел в десятичной 
системе счисления. Аналогичные алгоритмы известны и для 
произвольных р-ичных систем счисления. 

Таким же ярким примером алгоритма может служить 
и процесс нахождения наибольшего общего делителя 
двух положительных натуральных чисел Q1, а2. Состоит 
он, как известно, в следующем: 

1) делим а! на а›, находим остаток аз и смотрим, равен 
он 0 или нет. Если равен, то процесс обрывается и Qz -— 
искомый наибольший делитель. Если же аз >0, то 
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2) делим аз на аз и находим остаток а. Если а, = 0, 
то процесс обрывается и аз — искомый наибольший общий 
делитель. Если а, >0, то 

3) делим аз на Q, ит. д. 

Так как a2 > а: >а >... 20, то указанный про- 
цесс оборвется самое большее через а» шагов и мы при его 
обрыве найдем требуемый наибольший общий делитель 
чисел а и d2. 

Аналогичные процессы применяются для нахождения 
наибольшей общей меры двух отрезков, наибольшего 
общего делителя двух многочленов и т. п. Все эти 
процессы известны сейчас под именем алгоритмов 
Евклида. 

Из других алгоритмов укажем еще алгоритмы разложе- 
ния натурального числа на простые множители, извлечения 
квадратного корня из натурального числа, процесс решения 
системы линейных уравнений методом последовательного 
исключения неизвестных и т. д. 

Отметим теперь несколько ‘общих черт алгоритмов, 
ясно вырисовывающихся из предыдущих примеров и часто 
признающихся (Колмогоров и Успенский 
[45], Марков 1[55]) характерными для понятия a- 
горитма. 

а) Алгоритм — это процесс последовательного построе- 
ния величин, идущий в дискретном времени таким образом, 
что в начальный момент задается исходная конечная систе- 
ма величин, а в каждый следующий момент система величин 
получается по определенному закону (программе) из систе- 
мы величин, имевшихся в предыдущий момент времени 
(дискретность алгоритма). i 

6) Система величин, получаемых в какой-то (He началь- 
ный) момент времени, однозначно определяется системой 
величин, полученных в предшествующие моменты времени 
(дФетерминированность алгоритма). 

в) Закон получения последующей системы величин 
из предшествующей должен быть простым и локальным 
(элементарность шагов алгоритма). 

г) Если способ получения последующей величины 
из какой-нибудь заданной величины не дает результата, 
то должно быть указано, что надо считать результатом 
алгоритма (направленность алгоритма). 
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д) Начальная система величин может выбираться из HEKO- 
торого потенциально бесконечного множества (массовость 
алгоритма). 

Понятие алгоритма, в какой-то мере определяемое 
требованиями а) — д), конечно, не строгое: в формули- 
ровках этих требований встречаются слова «способ», «вели- 
чина», «простой», «локальный», точный смысл которых 
не установлен. В дальнейшем это нестрогое понятие алго- 
ритма будет называться непосредственным или интуитив- 
ным понятием алгоритма. 

Интуитивное понятие алгоритма хотя и нестрогое, 
но настолько ясное, что практически не было серьезных 
случаев, когда математики разошлись бы в мнениях отно- 
сительно того, является ли алгоритмом тот или иной кон- 
кретно заданный процесс. В этом обстоятельстве легко 
найти объяснение своеобразного положения, сложившегося 
в математике с алгоритмическими проблемами к началу 
‚ ХХ в. В этих проблемах требуется найти алгоритм для 
решения некоторой совокупности родственных задач, 
в условия которых входит конечная система параметров, 
могущих принимать обычно произвольные целочисленные 
значения. Например, требуется найти алгоритм, позво- 
ляющий для каждой четверки целых чисел а, b, с, d узнать, 
существуют или нет целые числа X, у, удовлетворяющие 


уравнению 
ах би а. 


Был найден процесс, при помощи которого, исходя из задан- 
ных чисел, через конечное число «шагов» операций можно 
было на' указанный вопрос получить ответ «да» или «нет». 
Многие другие алгоритмические проблемы также были 
решены путем указания конкретных разрешающих mpo- 
цессов. Положение существенно изменилось в ХХ B., 
выдвинувшем на первый план такие алгоритмические 
проблемы, существование положительного решения которых 
было сомнительным. Действительно, одно дело — доказать 
существование алгоритма, другое — доказать отсутствие 
алгоритма. Первое можно сделать путем фактического 
описания процесса, решающего задачу; в этом случае 
достаточно и интуитивного понятия алгоритма, чтобы 
удостовериться в том, что описанный процесс есть алгоритм. 
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Доказать несуществование алгоритма таким путем невоз- 
можно. Для этого надо точно знать, что такое алгоритм. 
В двадцатых годах нашего века задача точного определе- 
ния понятия алгоритма стала одной из центральных' мате- 
матических проблем. Решение ее было получено в середине 
тридцатых годов в работах Гильберта, Геделя, Чёрча, 
Клини, Поста и Тьюринга в двух формах. Первое решение 
было основано на понятии рекурсивной функции, второе — 
на описании точно очерченного класса процессов. 

Выше уже говорилось, что для алгоритмических проб- 
лем типичным является положение, когда требуется найти 
алгоритм для решения задачи, в условия которой входят 
значения некоторой конечной системы целочисленных пара- 
метров хи, ..., Xn, а искомым результатом служит также 
целое число у. Иначе говоря, речь идет о существовании 
алгоритма для вычисления значений числовой функции Y, 
зависящей от целочисленных значений аргументов хи, 

.., Xn. Числовые функции, значения которых можно 
вычислять посредством некоторого (единого для данной 
функции) алгоритма, называются вычислимыми функциями. 
Поскольку понятие алгоритма в этом определении берется 
в интуитивном смысле, то и понятие вычислимой функции 
оказывается интуитивным. Тем не менее, при переходе 
от алгоритмов к вычислимым функциям возникает одно 
очень существенное обстоятельство. Совокупность про- 
цессов, удовлетворяющих условиям а) — д) и, следова- 
тельно, подпадающих под интуитивное понятие алгоритма, 
очень обширна и мало обозрима. Напротив, совокупность 
вычислимых функций для самых разных пониманий про- 
цессов, удовлетворяющих условиям а) — д), оказалась 
одной и той же и притом легко описываемой в обычных 
математических терминах. Эта точно описанная совокуп- 
ность числовых функций, совпадающая с совокупностью 
всех вычислимых функций при самом широком до сих 
пор известном понимании алгоритма, носит название 
совокупности рекурсивных функций. 

Отправляясь от идей Гильберта, Гедель [14] впер- 
вые описал класс всех рекурсивных функций как класс 
всех числовых функций, определимых в некоторой фор- 
мальной системе. Исходя из совершенно других предпосы- 
лок, Чёрч в 1936 г. пришел к тому же классу числовых 
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функций, что и Гедель. Анализ идей, приведших к этому 
классу функций, позволил Чёрчу первым опубликовать 
гипотезу о том, что класс рекурсивных функций тожде- 
ствен с классом всюду определенных вычислимых функций. 
Эта гипотеза ныне известна под именем тезиса Черча. 
Так как понятие вычислимой функции точно не опреде- 
ляется, то тезис Чёрча доказать нельзя. 

Выше уже отмечалось, что, перерабатывая некоторые 
исходные данные х.,..., Xn согласно заданному алго- 
ритму, мы можем встретиться с явлением, что процесс 
переработки никогда не оканчивается. В этом случае 
говорят, что данный алгоритм перерабатывает числа X4, ... 

.. Xn В «неопределенность». Для того чтобы охватить 
и эти весьма важные случаи бесконечно длящихся процес- 
сов переработки, Клини [41] ввел понятие частично 
рекурсивной функции и высказал гипотезу, что все частич- 
ные (т. е. не обязательно определенные для всех значений 
аргументов) функции, вычислимые посредством алгорит- 
мов, являются частично рекурсивными. Конечно, более 
общая гипотеза Клини так же недоказуема, как и гипотеза 
Чёрча. Однако исследования, проводившиеся весьма мно- 
гими математиками в течение последних тридцати лет, 
выявили полную целесообразность считать понятие частично 
рекурсивной функции научным эквивалентом интуитивного 
понятия вычислимой частичной функции. 

В дальнейшем мы не будем различать тезисы Чёрча 
и Клини и под именем тезиса Чёрча будем понимать гипо- 
тезу Чёрча в том расширенном виде, который был придан 
ей Клини. 

Тезис Чёрча оказался достаточным, чтобы придать 
необходимую точность формулировкам алгоритмических 
проблем и в ряде случаев сделать возможным доказатель- 
ство их неразрешимости. Причина этого заключается 
в том, что обычно в алгоритмических проблемах математики 
речь идет не об алгоритмах, а о вычислимости некоторых 
специальным образом построенных функций. В силу тезиса 
Чёрча вопрос о вычислимости функции равносилен вопросу 
о ее рекурсивности. Понятие рекурсивной функции строгое. 
Поэтому обычная математическая техника позволяет иног- 
да непосредственно доказать, что решающая задачу функ- 
ция не может быть рекурсивной. Именно этим путем 
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Чёрчу [115] удалось первому доказать неразрешимость 
основной алгоритмической проблемы логики предика- 
тов — проблемы тождественной истинности формул исчис- 
ления первой ступени. 

Точное описание класса частично рекурсивных функций 
вместе с тезисом Чёрча дает одно из возможных решений. 
задачи об уточнении понятия алгоритма. Однако это реше- 
ние не вполне прямое, так как понятие вычислимой функ- 
ции является вторичным по отношению к понятию aJo- 
ритма. Спрашивается, нельзя ли уточнить непосредственно 
само понятие алгоритма и уже затем при его помощи опре- 
делить точно и класс вычислимых функций? Это было 
сделано Постом [70] и Тьюрингом [101] неза- 
висимо друг от друга и почти одновременно с изложенными 
выше работами Чёрча и Клини. Основная мысль Поста 
и Тьюринга заключалась в том, что алгоритмические 
процессы — это процессы, которые может совершать под- 
ходяще устроенная «машина». В соответствии с этой мыслью 
ими были описаны в точных математических терминах 
довольно узкие классы машин, но на этих машинах ока- 
залось возможным осуществить или имитировать все алго- 
ритмические процессы, которые фактически когда-либо 
описывались математиками. Алгоритмы, осуществимые 
на упомянутых машинах, было предложено рассматривать 
как математических «представителей» вообще всех алгорит- 
мов. Несложные выкладки показали, что класс функций, 
вычислимых на этих машинах, в точности совпадает с клас- 
сом всех частично рекурсивных функций. Тем самым было 
получено еще одно фундаментальное подтверждение тези- 
са Чёрча. 

Машины, введенные Постом и Тьюрингом, отличались 
не очень существенно и в дальнейшем стали называться 
машинами Тьюринга, несмотря на то, что были введены 
указанными авторами одновременно и независимо друг 
от друга. Более того, машины, описанные É данной KHH- 
ге в главе У под именем машин Тьюринга, почти точ- 
но совпадают с тем вариантом, который был предло- 
жен Постом. 

Сравнивая обычное определение частично рекурсивных 
функций с определением тех же функций как функций, 
вычислимых на машинах Тьюринга — Поста, легко заме- 


ВВЕДЕНИЕ 15 


тить следующую направленность этих определений. Обыч- 
ное определение частично рекурсивных функций настолько 
широко, что из него почти непосредственно видна частичная 
рекурсивность функций, вычислимых посредством процес- 
сов, алгоритмический характер которых интуитивно ясен. 
Напротив, определение с помощью машин Тьюринга — 
Поста очень специальное. Его цель — показать, как самые 
сложные процессы можно моделировать на весьма простых 
устройствах. Поэтому, если надо показать, что алгорит- 
мические процессы можно моделировать на еще каких-либо 
специальных устройствах, то машины Тьюринга — Поста 
обычно берутся в качестве отправного пункта рассуждений. 
В частности, этим путем была решена 1. С. Новиковым 
[66] классическая проблема тождества теории групп. 
Это была первая крупная алгоритмическая проблема, 
возникшая в математике независимо от математической 
логики и теории алгоритмов и решенная при помощи 
развитой теории алгоритмов. С другой стороны, одна 
из наиболее знаменитых алгоритмических проблем матема- 
тики — так называемая 10-я проблема Гильберта о разре- 
шимости алгебраических уравнений в целых числах — пока 
все еще остается открытой (1963 г.), хотя алгоритмическая 
неразрешимость близкой задачи о существовании целочис- 
ленных решений показательных уравнений была недавно 
установлена группой американских математиков (см. 
$ 16 этой книги). 

Первоначально теория алгоритмов возникла в связи 
с внутренними потребностями теоретической математики. 
Математическая логика, основания математики, алгебра, 
геометрия и анализ остаются и сегодня одной из основных 
областей приложения теории алгоритмов. Другая область 
ее приложений возникла в сороковых годах в связи с соз- 
данием быстродействующих электронных вычислительных 
и управляющих машин, в которых с болышной точностью 
моделируются машины Тьюринга — Поста. Наконец, тео- 
рия алгоритмов оказалась тесно связанной и с рядом 
областей лингвистики, экономики, физиологии мозга 
и психологии, философии естествознания. Например, 
достаточно старые вопросы о том, является ли мозг слож- 
ной машиной, как он работает, в чем состоит различие 
между трудом творческим и механическим, в первом 
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приближении теперь часто формулируют следующим обра- 
зом: можно ли принципиально построить машину Тьюринга, 
перерабатывающую поступающую информацию так же, 
как мозг какого-нибудь животного, можно ли отожде- 
ствлять труд механический с трудом согласно заданному 
алгоритму и T: п. Ясно, что ответ на эти и многие другие 
аналогичные вопросы сама теория алгоритмов дать не в со- 
стоянии, но она помогает более отчетливо понять суть 
_вопросов такого рода. 

Чтобы иметь возможность более уверенно решать алго- 
ритмические задачи, возникающие в различных отделах 
теоретической и прикладной математики, необходимо иметь 
достаточно развитую самостоятельную теорию алгоритмов. 
В настоящее время такая независимая и богатая теория 
алгоритмов уже создана. Первое систематическое изложе- 
ние ее было осуществлено С. Клини [43], монография 
которого «Введение в метаматематику» остается и поныне 
основным руководством в рассматриваемой области науки. 
Однако теория алгоритмов и рекурсивных функций изло- 
жена в этой монографии в тесном переплетении с рядом 
разделов математической логики с расчетом на очень 
квалифицированного читателя. Кроме того, со времени 
выхода в свет указанной монографии появилось много 
новых важных работ по теории алгоритмов и рекурсивных . 
функций, рассеянных NO различным журналам и часто 
отсутствующих в библиотеках. 

В настоящей книге, в первую очередь, изложены все 
основные результаты, относящиеся собственно к теории 
алгоритмов и рекурсивных функций. Из приложений 
рассмотрено лишь несколько частных задач, решение 
которых почти непосредственно вытекает из теорем и мето- 
дов, изложенных в основном тексте. 


О логической зависимости 
разделов книги 


В данной книге обычным шрифтом напечатаны те 
разделы, материал которых излагается, как правило, в общих 
курсах теории алгоритмов. Мелким шрифтом набраны 
разделы, содержащие результаты более специального харак- 
тера. При первом чтении книги эти разделы, при желании, 
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можно опустить. Наконец, много важных результатов 
специального характера читатель может найти в допол- 
нениях, примерах и задачах, помещенных в конце каждого 
параграфа. Результаты эти приведены без доказательств, 
но указаны источники, где доказательства можно найти. 

При чтении этой книги не обязательно изучать ее раз- 
делы в той последовательности, в какой они напечатаны. 
Более того, лицам, интересующимся в первую очередь 
лишь приложениями теории алгоритмов, будет, вероятно, 
удобнее изучать разделы книги в следующем поряд- 
ке: $1, $2, пп. 3.1-—3.4, $4, $ 11, пп. 12.1- 12.4, 
п. 6.3, п. 12.5, $ 13, пп. 7.1—7.3, пп. 8.1-—8.2, $ 14, 
$ 15, $ 16. 


ны I 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 


Во введении подробно обсуждалось значение ря- 
да основных понятий: частичной функции, алгоритма, алго- 
ритмически вычислимой функции и других. Однако пере- 
численные понятия были введены лишь описательно, без 
отчетливых и точных определений. Цель данной главы — 
указать точные определения для некоторых из этих поня- 
тий и прежде всего для понятия рекурсивной функции 
и тем самым заложить прочный фундамент для более деталь- 
ного изучения этих понятий в последующих главах книги. 


$ 1. ФУНКЦИИ И ОПЕРАЦИИ 


Этот параграф имеет вспомогательное значение. 
Здесь с целью установления терминологии и употребляю- 
щейся далее символики напоминаются определения ряда 
всем известных общематематических понятий. 

1.1. Алфавит. Слова. Исходным материалом 
для нас будет служить понятие ленты, разделенной на 
(«равные») участки, называемые ячейками или клетками. 
Лента будет считаться конечной длины в каждый момент 
времени, неограниченно продолжаемой (надстраиваемой) 
в обе стороны и направленной, так что у каждой ячейки есть 
соседняя справа и соседняя слева. 

Предполагается, что каждая ячейка ленты может 
находиться в различных состояниях и что эти состояния 
сравнимы, так что мы можем без какой-либо двойствен- 
ности решить относительно состояний произвольных двух 
ячеек, находятся ли они в «одинаковых» состояниях или 
в разных. Одно из возможных состояний ячеек будет 
называться исходным. Ячейки, находящиеся в этом состоя- 
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нии, называются пустыми. Остальные состояния будут обо- 
значаться буквами, занимающими соответствующие ячейки. 

Произвольная конечная совокупность букв называется 
алфавитом. Выражение: «рассмотрим алфавит, состоящий 
из букв А, В» означает, что будет рассматриваться лента, 
ячейки которой могут находиться в состояниях, условно 
обозначаемых символами А, В. 

Последовательность ячеек, занятых некоторыми бук- 
вами, называется словом. Словом в данном алфавите назы- 
вается каждое слово, все буквы которого принадлежат 
этому алфавиту. Например, если алфавит состоит из букв 
А, В, С, то слова 


А, ВАА, СА, СС, АСВАВ (1) 


будут словами в этом алфавите. В то же время первые 
два из них будут словами и в алфавите А, В. 

Длиной слова называется число входящих в него символов 
(т. е. число занятых им ячеек). Так, длинами написанных 
выше слов (1) являются соответственно числа 1, 3, 2, 2, 5. 
Два слова называются (графически) равными, если они 
имеют одинаковые длины и на соответствующих местах 
их находятся равные буквы. | 

Пусть символы @, b обозначают слова, записанные 
в алфавите, не содержащем самих символов д, b. Тогда через 
аб обозначается слово, получающееся, если сначала выпи- 
сать слово а, а затем приписать справа к нему слово b. 
Например, если а означает слово aba, а b - слово ас, 
то 46 будет обозначать слово афаас. Слово &b называется 
композицией (иногда произведением) слов 4 и b. Операция 
композиции слов, очевидно, ассоциативна, но не комму- 
тативна. s 

[lo чисто формальным причинам удобно ввести еще 
понятие пустого слова (не следует смешивать с пустой 
ячейкой), композиция которого с любым словом считается 
по определению равной этому последнему слову. 

Слово а называется подсловом слова b, если Ý можно 
представить в виде 


b= cad, (2) 

где с, Ð — подходящие (возможно пустые) слова. Если а 
— подслово слова b, то говорят также, что 4 входит в b. 
0% 
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При заданных словах b, а разложений вида (2) может 
быть несколько. Например, для слов 


b= ababab, яч=аб 
существуют следующие разложения указанного вида: 
b = a -abab = ab -a -ab = абаб- a. 


Если в разложении вида (2) слово с имеет наименьшую 
возможную длину, то говорят о первом вхождении слова 
а в b. Аналогичным образом можно говорить о втором 
вхождении слова 4 в слово В ит. д. Если слово а есть 
просто буква, то говорят кратко о вхождениях буквы 4 
в слово Б. 

Пусть разложение (2) соответствует первому (вообще 
к-му) вхождению слова 4 в слово 5 и пусть m — какое- 
нибудь слово. Тогда слово смо называют словом, полу- 
ченным заменой в слове b первого (Ё-го) вхождения слова & 
словом m. В этом случае говорят также о подстановке 
в слово Ď слова м вместо соответствующего вхождения 
слова 4. Например, производя подстановку слова ас в слово 
ababab вместо второго вхождения в него слова аб, получим 
слово афасаб. Подставляя в то же слово вместо первого 
вхождения слова аб пустое слово, получим слово abab. 

1.2. Функции. Термы. Пусть А, В — какие- 
либо множества, например, совокупности всех слов в под- 
ходящих алфавитах. Совокупность всех пар вида { а,6), 
где a€ A, b € B, называется декартовым произведением 
А на В и обозначается через А X В. Аналогично, если 
Ai, A2, ..., Am — некоторые множества, взятые в 
определенной — последовательности, то совокупность 
(((Aı X A2) ХА) х... X Am) называется декартовым IpO- 
изведением указанных множеств и обозначается кратко 
через А, X А. X ... X Åm. Если все множества А, ... 
..., Ат совпадают друг с другом, то их декартово произ- 
ведение называется декартовой т-й степенью множества А. 

Если некоторым элементам множества Х. поставлены 
в соответствие однозначно определенные элементы мно- 
жества У, то говорят, что задана частичная функция 
из Х в У. Совокупность тех элементов множества Х, 
у которых есть соответствующие в У, называется областью 
определенности функции, а совокупность тех элементов 
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множества У, которые соответствуют некоторым элементам 
множества Х, называется совокупностью значений функ- 
ции. Если область определенности функции из X в У 
совпадает с множеством Х, то функция называется всюду 
определенной. 

Если функция f ставит в соответствие элементу x E X 
элемент и Е У, то у называется значением функции ] в точке 
х. Функции [и © из Х в У называются равными, если 
они имеют одну и ту же область определенности и значения 
их совпадают в каждой точке области определенности. 

Наряду с частичными функциями, имеющими непустую 
область определенности, во многих случаях бывает необ- 
ходимо рассматривать и функцию, нигде не определенную. 

Частичные функции из ХХХХ... ХхХ = XN 
в У называются частичными функциями от N переменных 
или п-местными функциями из X в У. Частичная функция 
из X(") в X называется п-местной частичной операцией на X. 

Для записи функций и изучения их свойств пользуются 
особым формальным языком. Алфавит этого языка состоит 
из символов, разбитых на три группы. Символы первой 
группы называются предметными символами. В качестве 
таких символов обычно употребляются буквы а, b, X, Y, 
или те же буквы с индексами: Ao, @1, X1, Yo, И1, 

Символы второй группы называются функциональными. 
Это будут буквы с верхними и, возможно, нижними индек- 
сами: ft, 20°, п, È... Буква с верхним индексом п (п> 1) 
будет называться П-местным функциональным символом. 
Иногда верхние индексы не пишут, но непременно указы- 
вают число мест для данных функциональных символов. 

Наконец, символы третьей группы — это символы левой, 
правой скобок и запятой: ( ,),. 

Слова особого вида, записанные в этом функциональном. 
алфавите, называются термами. Определение их следую- 
щее. Термами длины 1 называются однобуквенные слова 
из букв, являющихся предметными переменными. Далее 
пользуемся индукцией. Пусть для некоторого $ > 1 термы 
длины, меньшей $, определены. Тогда слово длины $ назы- 


вается термом, если оно имеет вид f (41,..., an), где 
а,..., @n — некоторые термы меньшей длины, а | — 


п-членный функциональный символ..Например, если а, x — 
предметные символы, а f, 5 — соответственно одноместный 
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и двуместный функциональные символы, то слова 


х, [(а), 5(х, а), 8 ([(х), & (а, х)) 


являются термами длины соответственно 1, 4, 6, 14. 

Введем теперь понятие значения терма при заданных 
значениях предметных и функциональных символов. По 
определению, задать значение предметного символа — это 
значит указать некоторое непустое множество, называемое 
основным множеством, и сопоставить с рассматриваемым 
символом некоторый элемент этого множества. Этот эле- 
мент и называется значением данного символа. 

Задать значение и-местного функционального символа — 
это значит сопоставить с ним какую-нибудь частичную 
п-местную операцию, определенную на основном MHO- 
жестве. 

Значением терма длины 1 называется значение состав- 
ляющего этот терм предметного символа. Пусть рассмат- 
ривается терм а большей длины. Предположим, что основ- 
ное множество Х выбрано, значения всех входящих в терм 
предметных и функциональных символов на этом множест- 
ве определены, и терм а имеет вид f (41,..., an), где 
Г — п-членный функциональный символ, а 44, ..., An — 
термы меньшей длины. По индукции мы можем считать, 
что значения термов 4., ..., %& уже определены и равны 
некоторым элементам X1, ..., Xn множества X. По ycno- 
вию символу f поставлена в соответствие п-местная операция 
fo, определенная на X. Значение этой операции в точке 
(Xi, ..., Xn} будет каким-то элементом х из X. Этот эле- 
мент х и будет значением терма а при заданных значениях 
предметных и функциональных символов. 

Может случиться, что в качестве значений функцио- 
нальных символов взяты частичные операции, определен- 
ные не всюду на основном множестве. Тогда и значение 
терма может оказаться неопределенным. А именно, зна- 
чение терма я =] (M, ..., An) считается неопределенным, 
если значение хотя бы одного из термов 4, ..., % не 
определено или не определено значение операции fo в 
точке  (х!,...., №), где м... Хх» — значения термов 
а, ... @. Например, термы 


@ 18:9. 0x7 
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имеют соответственно значения 5, 7, а значения термов 
5— (3+3), 2:3, 3:(2—2), 54 (2:3) 
не определены. Терм 
(3x у): у) 4 


имеет значение 7 при значениях 2 и 3 для предметных сим- 
волов х, у, не определен при значениях 2, 5 и имеет значе- 
ние 5 при значениях 0 и 1 символов x, y. 

Имея несколько операций, заданных на каком-то мно- 
жестве X, можно при помощи термов записать бесконечное 
множество новых операций, определенных на том же мно- 
жестве Х. Делается это следующим образом. Обозначаем 
заданные операции какими-либо функциональными симво- 
лами |, ..., №. Пусть, кроме того, в X выделены еще 
некоторые элементы, обозначаемые символами аи, ..., Qp. 
Рассмотрим произвольный терм 4, составленный из симво- 
лов @,...а,, fi, ..., fs И вспомогательных предмет- 
HbIX CHMBOJIOB X1, ..., X. Так как основное множество X 
и значения символов а1,...а,, |, ..., fs уже фикси- 
рованы, то, задавая по произволу значения для символов 
м, ... X4 В множестве X, мы можем найти значение 
терма а (которое может оказаться и неопределенным, если 
некоторые из заданных операций определены не всюду). 
Таким образом, каждой последовательности элементов 
(м, ..., X4) множества X отвечает определенное (или 
неопределенное) значение терма а и потому мы имеем 
на X {-членную операцию. Говорят, что эта операция изо- 
бражается термом а. 

При записи термов обычно пользуются теми или иными 
сокращениями. Например, если х— предметный [—одно- 
местный функциональный символы, то терм f (x) часто 3a- 
писывают в виде fx, xf или xt. Далее, если x, у — пред- 
метные символы, а f — символ двуместной операции, то терм 
f (x, у) обычно пишут в виде х/у. В частности, если рассмат- 
ривают двуместные операции, обозначаемые символами 
| ,., —, то всегда термы + (a, b), - (а, b), — (a, b) сокращен- 
— обозначают через (a) + (b), (a) (6), (a) — (6). Если термы 

‚ Б длины 1, то в указанной записи скобки опускают 


a пишут просто & + b, ab, а — ВБ, 
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В дальнейшем всюду, где противное не оговорено явно, 
под числами понимаются натуральные числа 0, 1, 2,3, ... 
Цифры 0, 1,2, ..., 9 и их последовательности 10, 11, 
102, ... будут рассматриваться как предметные символы, 
имеющие фиксированные значения, равные соответственно 
натуральным числам нуль, один, ..., десять, одиннадцать 
и т. д. Совокупность всех натуральных чисел будет 
обозначаться символом №. Пустое множество будет обозна- 
чаться через ©. 

Частичные функции из МХ... X М = N*) BN будут 
называться ^-местными числовыми частичными функциями. 
При этом для краткости иногда числовые функции будут 
называться просто функциями. Символы +, +, — будут pac- 
сматриваться как двуместные. функциональные символы, 
фиксированными значениями которых являются обычные 
арифметические операции сложения, умножения и вычита- 
ния. В области натуральных чисел две первые операции 
всюду определенные, а операция вычитания частичная. 

Далее нам будут часто встречаться числовые функ- 
ции 5", 0”, [*, имеющие, по определению, следующие зна- 


чения: 
Tee 


st(x)=x+1, 
0" (2i; а Xr, 
Piare Aora ALA nm oY, 


Эти функции MM будем называть простейшими. Вместо- 
$1, O! мы будем обычно писать S, O. 

Отметим, что терм, содержащий предметные символы 
х, у, 2, представляет однозначно определенную операцию 
‚только в случае, если эти символы определенным образом 
упорядочены. 

Изменяя их порядок, мы изменим и операцию. Напри- 


мер, терм 
2х у _ (3) 


представляет функцию, ставящую паре (1,3) в соответствие 
число 5, если переменная х считается первой, а переменная 
у— второй. Тот же терм (3) представляет функцию, отно- 
сящую паре (1,3) число 7, если первой считается перемен- 
ная у, а второй — переменная х, 


мы Coth XH и = Cdt tte а А (К +a) 


фра р 
й^ $: p ba- p“. 
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Из рассмотренных примеров видно, что встречающиеся 
в термах предметные и функциональные символы могут 
быть разбиты на две категории: 1) символы, значения кото- 
рых фиксированы, и 2) символы, значения которых не фик- 
сируются. Первые называются индивидуальными симво- 
AAMU, а вторые — переменными. 

Пусть на некотором множестве Х заданы операции 
fis ... fs и фиксированы некоторые элементы Qi, ..., Qr 
из X. Тогда каждая операция на X, представимая некото- 
рым термом, записанным при помощи функциональных 
символов fi, ..., fs, предметных символов а, ..., а, 
‚и произвольных предметных переменных, называется тер- 
мальной относительно данных операций и элементов. На- 
пример, если основное множество есть множество натураль- 
ных чисел N, заданная операция есть -- и фиксировано 
число 1, то термальными будут все линейные функции вида 


ЕВЕ --. БА, 


где b; — положительные натуральные числа. Если 
число | не фиксируется, а задается лишь операция +, то 
термальными будут только однородные линейные функции 
вида bixi +... + Вх,, где b; — снова положительные 
натуральные числа. 

Часто понятие терма несколько расширяют. Именно, 
при заданных основных операциях fi, ..., fs и элементах 
а, ..., а, П-местную операцию f называют термальной, 
если существует терм а, построенный из части символов 
а, ra а, И... В ‘и предметных переменных 
Xis ee o №, CLAR SL такой, что значе- 
ние операции f в любой точке (с1,..., Cn) совпадает 
с значением терма при значениях переменных Xi, ..., Xi,» 


равных соответственно Ci, ..., Сь,. Это означает, напри- 


мер, что терм X -+ Y мы можем понимать либо как терм, 
представляющий двуместную функцию от x, у (старое опре- 
деление), либо как терм, представляющий функцию от трех 
переменных х, у, Z, где переменная 2 теперь входит в терм 
лишь фиктивно. 

_ 1.3. Алгебры. Алгеброй называется система, CO- 
стоящая из некоторого непустого множества А и последо- 
вательности определенных на А операций fm, fpe, .., 
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Множество А называется основным множеством алгебры, 
а операции fm, ]"?, ... называются ее основными опера- 
циями. Последовательность (пи, Из, ...) называется Mu- 
пом алгебры, а совокупность символов |1, 22, ..., 0бо- 
значающих основные операции, называется сигнатурой 
алгебры. Алгебры называются однотипными, если типы 
их совпадают. Классом алгебр называется произвольная. 
система однотипных алгебр. При исследовании классов 
алгебр соответствующие операции этих алгебр обозначают- 
ся обычно одними и теми же символами. Алгебра с основ- 
ным множеством А и основными операциями fi, fe, 
обозначается через (A; fi, f2, ...). Если некоторые из one- 
раций fi, f2, ... частичные, то и алгебра называется Ya- 
стичной. Однотипные частичные алгебры A = (А; fi, fos...) 
и % = (B; gi, Z2, ...) называются изоморфными, если 
существует одно-однозначное отображение ф множества А 
на множество В такое, что 


(ал, ..., ав)? = в: (4%, ..., @)  (=12,...) (4) 


для любых значений переменных а1,... „An,, ВЗЯТЫХ B A (ue- 


рез a? обозначается образ элемента а при отображении o). 

Само отображение ф, обладающее свойством (4), назы- 

вается изоморфизмом первой алгебры на вторую. 

Если операции [;, g; частичные, то знак равенства в (4), 
как и всюду в дальнейшем, означает, что значение левой 
части, в том числе и «неопределенное значение», совпадает 
с значением правой части. 

_ [IyCTb на множестве А определена какая-либо частичная 
операция f”. Подмножество А, из А называется замкну- 
тым относительно f”, если для каждых элементов M4, ..., An 
из Д., для которых значение f° (а, ..., а») определено, 
это значение принадлежит А.. 

Легко проверить, что пересечение любой системы под- 
множеств, замкнутых относительно операции f, либо пусто, 
либо замкнуто относительно [. 

Рассмотрим теперь некоторое непустое множество А, 
на котором определены произвольные частичные операции 
fis р, ... Выделим в этом множестве какую-либо совокуп- 
ность элементов D. Рассмотрим систему всех тех подмно- 
жеств из А, которые содержат D и замкнуты относительно 
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каждой из операций fi, |», ... Эта система непустая, так 
как само А > D и замкнуто относительно операций fi, fo, ... 
Пересечение D* всех множеств этой системы замкнуто OTHO- 
сительно рассматриваемых операций и содержит совокуп- 
ность D. Это пересечение называется подмножеством, 


порожденным B Д_ элементами множества D с помощью 


операций fi, fz, ; 
Очевидно, подмножество D* можно также определить 


и как наименьшее подмножество в А, содержащее D и зам- 
кнутое относительно рассматриваемых операций. 
Несколько более ясное представление о строении мно- 


жества D* дает 
Теорема l. Подмножество D*, порожденное в А 


зеорема 1. 11о0множество L7 `, порожоенное 6 A 
элементами совокупности D c помощью операций hila ea 
состоит из элементов, являющихся значениями термов, sanu- 
санных при помощи символов операций fts Го, ... U CUMBO- 
лов некоторых s3nemenmoe D. 

риведем доказательство. Пусть T — совокупность эле- 


ментов, являющихся значениями указанных в теореме 
термов. Так как каждый элемент d из D является значе- 
нием однобуквенного терма d, то T содержит D. Пусть 
@,..., An, — элементы Т, для которых [ (а, ..., an) 


имеет значение а. По условию, Qi, ..., а», являются значе- 
ниями некоторых термов 41,...,4, указанного выше вида. 


Но тогда а есть значение терма fi (4, ..., т), также HME- 
щего указанный выше вид. Следовательно, а ЕТ и, 
значит, T замкнута относительно операций fi, fz, ... Из 
замкнутости T и условия D = T следует, что D* = T. 
Остается доказать, что T содержится в D*. Для этого 
достаточно доказать, что каждое подмножество ВС А, 
замкнутое относительно операций fi, f2, ... и содержащее 
совокупность О, содержит значение каждого терма указан- 
ного в теореме вида. Для термов длины 1 это утверждение 
очевидно. Если же терм имеет вид fi (44, ..., @n;) и зна- 
чения термов 41, ..., An; содержатся в В, то из замкну- 


тости множества В следует, что значение терма [ (41, 
...› An) Также содержится в В. В силу индукции наше 
утверждение можно считать доказанным, а вместе с ним 
доказана и теорема, 


x 
N 
> 
08 OCHOBHÞIE ПОНЯТИЯ [TJI 1 X 
Рассмотрим некоторую частичную алгебру A = (А; 5 , 
T 

те 


р, |, ...). Берем произвольное непустое подмножество 

А; из А и определяем на А, операцию fi, полагая для Mpo- he > 
ИЗВОЛЬНЫХ Qi; -e -y an, Из А: значение fy (Biei ani) | GN 
равным значению f; (di, ..., An), если последнее входит ‘2$ 
в Aro и полагая |; (,..., Ons) неопределенным, если T 
значение |; (а, ..., @»,) не входит в А, или не опреде- No 
лено. Алгебра M, = (A1; р, |, ...) называется частичной 
подалгеброй алгебры A. Для операций fi, [›, ... обычно “> 
употребляются те же символы fi, f2, ..., YTO и для опе- _ чз 
раций самой алгебры A, и вместо «подалгебра A; = (A; № 
fi, 2, ...)» говорят кратко: «подалгебра A, алгебры А». + 


жество А, замкнуто относительно операций fa, fos... 
В силу сказанного выше, пересечение замкнутых частич- 
ных подалгебр любой частичной алгебры либо пусто, либо 
является замкнутой частичной подалгеброй. 

Частичная алгебра называется алгеброй, если все ее 
основные операции всюду определенные. Аналогично, ча- 
стичная подалгебра называется просто подалгеброй, если 
она есть алгебра. Легко проверить, что частичная подал- 
гебра произвольной алгебры тогда и только тогда является 
просто подалгеброй, когда она замкнутая. Таким образом, 
каждое множество, замкнутое относительно основных опе- 
раций алгебры, вместе с этими операциями образует под- 
алгебру этой алгебры. | 

Говорят, что совокупность D элементов частичной aJl- 


Частичная подалгебра % называется замкнутой, если MHO- X 
2. 
> 


гебры A = (А; р, f2, ...) порождает частичную подалгеб- 
ру ЗН = Е, а порождает множество 
А, с помощью основных операций fi, f2, . . . B А. Элементы 


множества D называются порождающими частичной алгеб- 
ры ЗЧ, если порожденная совокупностью D частичная 
подалгебра совпадает с Y. 

Принимая во внимание теорему 1, видим, что совокуп- 
ность D элементов частичной алгебры % тогда и только 
тогда является порождающей совокупностью этой алгебры, 
когда каждый элемент У есть значение подходящего терма, 
образованного из символов основных операций Ù и симво- 
лов элементов D. Иначе говоря, элементы D тогда и только 
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тогда порождают алгебру У, когда каждый элемент A 
можно получить из элементов D, применяя конечное число 
раз основные операции алгебры. 

Частичная алгебра называется конечно порожденной, 
если она порождается каким-либо конечным множеством 
своих элементов. 

Например, алгебра (N; +) конечно 7 порожденная. 
В качестве порождающего множества можно взять любое 
множество чисел, содержащее 0, 1. 

Напротив, алгебра (N; X ) не является конечно порож- 
денной. Действительно, беря какое-нибудь конечное мно- 
жество чисел а, ..., Qr, мы с помощью операции умно- 
жения можем получить из них числа, делящиеся лишь 
на те простые числа, на которые делится хотя бы одно 


из заданных чисел а, ..., Qr. Так как простых чисел 
бесконечно много, то все натуральные числа получить 
умножениями из чисел а, ..., а, нельзя. 


1.4. Кодирование. Теория алгоритмов имеет дело 
со словами в конечном алфавите. Однако существуют мате- 
матические объекты, играющие основную роль, которые 
нельзя без натяжки непосредственно рассматривать как 
слова в некотором алфавите. К таким объектам, например, 
можно отнести рациональные числа, алгебраические числа, 
функции и многое другое. Тем не менее ряд таких объектов 
может быть охарактеризован конечным числом целочис- 
ленных параметров или просто словом в подходящем конеч- 
ном алфавите. Например, возьмем алфавит, состоящий лишь 
из знака |. Словами в этом алфавите являются последова- 
тельности «палочек»: |, ||, ||, ... Сопоставим с каждым 
словом |...|, содержащим п + l «палочек», натураль- 
ное число п. Говорят, что указанное слово изображает чис- 
ло N или является кодом числа п. ` 

Аналогичным образом, вместо алфавита, состоящего 
из одной буквы |, можно рассмотреть алфавит, состоящий 
из двух букв 0, l, ив качестве кодированной записи нату- 
рального числа n брать его двоичную запись. Например, 
кодом числа пять в новом алфавите будет слово 101. 

При двоичном кодировании мы встречаемся с той осо- 
бенностью, что не каждое слово является кодом какого- 
нибудь натурального числа. Например, слово 01 не яв- 
ляется кодом никакого натурального числа. 
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Рассмотрим еще обычное кодирование положительных 
рациональных чисел. Вводим алфавит, состоящий из пря- 
мой черты | и косой черты /. Слово вида |]...|/|...|) 
состоящее из M + | знаков |, косой черты / и последующих 
п + 2 знаков |, условимся называть кодом рационального 


т 
числа: а Ясно, что теперь не только не каждое слово 


п-- | 
является кодом рационального числа, но каждое положи- 
тельное рациональное число имеет бесконечно много раз- 
личных кодов. Например, число 1/› имеет коды |/||, 
M/I] ит. д. 

Во всех указанных случаях было выполнено следующее 
существенное требование: по заданному коду закодирован- 
ный объект восстанавливался однозначно. Это требование 
обычно сохраняется и в общем определении кодирования. 

Пусть № — совокупность некоторых объектов, А — 
какой-нибудь конечный алфавит. Закодировать совокуп- 
ность )} в алфавите А — это значит задать однозначное 
отображение х некоторого множества Ay слов в алфавите А 
на совокупность №. Слово а из множества Ay называется 
кодом (иногда — именем) объекта х (а) при кодировании X. 

В этом определении не требуется, чтобы отображение х 
было одно-однозначным. Поэтому может случиться, что один 
и тот же объект будет иметь несколько различных кодов. 

Отображение x и множество Ч[„ могут быть очень слож- 
ными, но обычно рассматриваются и называются кодиро- 
ваниями лишь несложные отображения. Рассмотрим не- 
сколько наиболее часто встречающихся кодирований. 

ад Кодирование слов в многобуквен- 
ном алфавите. Пусть алфавит А состоит из букв 
0, 1, а алфавит В состоит из букв в, 6.,..., В, ... 
Рассмотрим совокупность \„ тех слов в алфавите А, KOTO- 
рые начинаются с l, оканчиваются буквой 0 и не содержат 
подслов вида 00. Обозначим через 1” слово 111...1 длины 
п. Каждое слово из A, однозначно записывается в виде 
1 0120... 1% 0. Этому слову ставим в соответствие слово 
bi, Dia . . . bip алфавита В. Ясно, что полученное кодиро- 
вание одно-однозначное. 

В рассмотренном случае алфавит В бесконечен. Если он 
конечен, то в качестве кода можно взять то же отображе- 


_ ние х. Изменится лишь множество Ay.. 
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6) Бесконечные алфавиты. Согласно основ- 
ному определению, алфавитом называется конечное множе- 
ство символов. Однако фактически очень часто удобнее 
рассматривать бесконечные алфавиты, состоящие из конеч- 
ного числа букв, снабженных той или иной системой индек- 
сов, принимающих натуральные значения 0, 1, 2,... 
Например, пусть алфавит В состоит из символов а, b, .. 

~- сф, < (11=0, 1,2, ...). Этот алфавит формально 
бесконечен. Рассмотрим алфавит А, состоящий из симво- 
лов а, 6,..., C, f, & и новых символов а, В. Условимся 


символы f; и g} кодировать в языке А словами Га ...а 
и, соответственно, ба ...аВ... В, где символ а входит 
Г раз, а символ В входит j раз. Символы а, b, ..., с пусть 
кодируются ими самими. Обозначим через {x} (x €B) 
кодовое значение символа х в алфавите А. Если 4 — слово 
в алфавите В, то, подставляя в а вместо символов их кодо- 
вые значения, получим некоторое слово в алфавите À, 
которое обозначим через {а}. Ясно, что по коду {а} одно- 
значно восстанавливается и слово а. Поэтому, вместо того 
чтобы рассматривать произвольные слова д, b, ... B бес- 
конечном алфавите В, можно рассматривать их кодовые 
значения {a}, {b}, ..’. в конечном алфавите А и тем самым 
избежать рассмотрения бесконечных алфавитов. 

в) Последовательности слов. Пусть А — 
некоторый алфавит. Обозначим через В алфавит, получаю- 
щийся добавлением к А нового символа a (а 4 А). В даль- 
нейшем наряду с отдельными словами а, b, ...в алфавите 
А придется часто рассматривать пары слов (а, b), тройки 
слов (4, b, с) ит. д. Однако пару слов (4, b) в алфавите А 
можно закодировать словом аа в алфавите В, тройку 
(а, b, с) слов из А можно закодировать словом @abac 
в алфавите В ит. д. 


Примеры и задачи 


1. Пусть № — совокупность натуральных чисел, + — 
обычная арифметическая операция сложения чисел. Показать, что 
в алгебре A = (N; +) число 2 порождает множество всех поло- 
жительных четных чисел, число | порождает множество всех поло- 
жительных чисел, а числа 0 и |1 порождают всю алгебру A. 

2. Показать, что все подалгебры алгебры V = (N; +, —) 
исчерпываются следующими: а) подалгебра (0), порожденная 
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числом 0 и состоящая только из него; 6) подалгебра (1), порожден- 
ная числом | и совпадающая с самой алгеброй %; в) подалгебра (a), 
порожденная произвольным числом а > 1, состоящая из чисел 
м: А 94. 

3. Показать, что каждая подалгебра алгебры A = (N; +) 
состоит из всевозможных кратных подходящего числа а, возможно, 
за исключением конечного числа таковых. 

4. Рассмотрим алгебру © = (N; +, +, —), где операция — 
рассматривается как частичная двуместная операция. Значение 
терма x — у считается равным обычной разности для х > и и He- 
определенным для х< и. Какие функции представляются термами 
0: (x — (x + 1)), (x — y) + y, (x + y)— y? Показать, что функция 
2х не может быть представлена термом B алгебре © (то есть термом, 
записанным в алфавите x, +, +, —). 


$ 2. ОСНОВНЫЕ ВЫЧИСЛИМЫЕ 
ОПЕРАТОРЫ 


Операции над числовыми функциями далее назы- 
ваются операторами. В настоящем параграфе определяется 
ряд операторов, обладающих тем свойством, что, применяя 
их к функциям, вычислимым в интуитивном смысле (см. 
введение), мы получим функции, также заведомо вычис- 
лимые в интуитивном смысле. Частичные функции, кото- 
рые можно получить при помощи этих операторов из про- 
стейших функций $ (%) = Хо) =0, Е... 
..., Xn) = Xm, Называются частично рекурсивными. Основ- 
ная гипотеза Чёрча состоит в том, что класс частично рекур- 
сивных функций совпадает с классом функций, допускаю- 
щих машинное или алгоритмическое вычисление. 

2.1. Суперпозиции частичных функций. Пусть 
заданы И каких-либо частичных функций |, ..., № OT 
одного и того же числа т переменных, определенных на 
каком-то множестве А со значениями в множестве В, и пусть 
на множестве В определена частичная функция f от п nepe- 
менных, значения которой принадлежат некоторому тре- 
тьему множеству С. Вводим теперь частичную функцию g 
от M переменных, определенную на А со значениями в С, _ 


полагая по определен 


E g (жи, eir SaS tUr a Kahe ciiin № 


для произвольных X4, . . ., Xm ИЗ A. Говорят, что функция g 
получается операцией суперпозиции _ HJIH _ подстановки _ 
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из функций f, fi, ..., fne Операция подстановки будет 
далее о символом $5”*'. Индекс сверху означает 


число функций. В качестве множеств А, В, С ниже почти 
всюду будет браться множество натуральных чисел N. 
Условимся через 5” обозначать совокупность всех частич- 
ных числовых функций от п переменных. Оператор §”t! 
является всюду определенной функцией из 8” XX... 
... XE” в 9". Если же рассматривать множество $ 
всех частичных числовых функций от произвольного числа 
переменных, то оператор $" можно рассматривать как 
частичную функцию от п + 1 переменной, определенную 
на $ со значениями в $. При этом терм 5"*"1 (f, f, 
..., т) Имеет определенное значение (равное частичной 
т-местной функции) тогда и только тогда, когда значе- 
нием переменной f будет п-местная функция, а значениями 
символов fi, ..., fn будут частичные функции от одного 
и того же числа переменных. Например, с последней точки 
зрения значение терма $° (I, [3, [2) не определено, а 3Ha- 
чение терма $3 (IF, Г3, I) равно 1}, где I, 13, [3 — символы 
простейших функций, определенных в п. 1.2. 

В соответствии с п. 1.3 система 3, состоящая из COBO- 
купности функций $ и определенных на ней частичных 
операций $°, 53, ..., будет частичной алгеброй. 

Пусть fm, ..., [в — какие-нибудь частичные число- 
вые функции соответственно от Mi, ..., Ng аргументов 
(ni, ..., Ns произвольны). Частичные функции, которые 


можно получить операциями подстановок из №1, ..., [т 
и функций Im (т, п=1,2;...), называются элементар- 
ными относительно [м, ..., |2. Совокупность их будет 
в алгебре P подалгеброй, порожденной элементами |, ... 
..., fF, Гр. Теорема 1 из п. 1.3 показывает, что относи- 
тельно элементарными будут те и только те частичные 
функции, которые можно записать в виде термов, содержа- 
щих функциональные символы $°, 53, ... операций под- 
‘становки, символы |, ..., [23 заданных и символы Im 
простейших функций. Однако для относительно элемен- 
тарных функций возможна и еще более простая запись. 

Теорема 1. Для того чтобы некоторая п-местная 
частичная числовая функция | была элементарной относи- 
тельно частичных функций fi, ..., fs, необходимо и доста- 
точно, чтобы f можно было представить в виде терма, 
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записанного с помощью функциональных символов fi, fo, ... 
‚ [3 и некоторых предметных переменных Xi, ..., Xns 
часть из которых может входить в терм и фиктивно. 

Итак, утверждается, что для относительно элементар- 
ной частичной функции f существует две записи: 1) в виде 
значения терма, функциональными символами которого 
служат символы $ операций подстановки, а предметными 
символами — символы fi, ..., fs, Г (термы этого вида 
мы будем называть операторными); 2) в виде терма (а не 
значения терма), составленного из функциональных симво- 
лов fi, ..., fs И некоторых предметных переменных (мо- 
жет быть, фиктивных). Эту запись мы будем называть 
термальной записью. Отметим еще раз, что в первом случае 
функция f есть значение терма, а во а f 
представляется термом. 

Для доказательства теоремы надо показать, что от тер- 
мальной записи можно переходить к операторной и наобо- 
рот. Пусть f — значение операторного терма а. Если длина 
а равна 1, то а есть либо fi, либо 17. В первом случае tep- 
мальным представлением для f является терм fi (хи, ... 
..., Хы), а во втором случае — терм х;. Если дли- 
на а больше l, то а имеет вид $541 (b, be cea D, 
где 6, bı, ..., bg — операторные термы меньшей дли- 
ны. По индукции предполагаем, что термальные пред- 
ставления 


см о ОЕ, 
для значений термов b, b4, ..., Dg нам известны. Тогда 


е (64 (хи, s...) Xn); 4. 0.3 Ca (X1; .. s Xn)) 


будет искомым термальным представлением для заданного 
операторного терма д. 

Обратно, пусть И-местная частичная функция f задана 
своим термальным представлением а (X1, ..., Xn), где 
переменные Xi, ..., Xip фактически входят в терм, а oc- 
тальные из переменных X4, ..., Xn рассматриваются как 
фиктивные. Если длина терма а равна l, то а имеет вид 
`Xj и, значит, f равна значению операторного терма I7. Если 
же длина терма а больше l, то а имеет вид fi (441, ..., An, ,)» 


TAE 41, ..., An, — термы менышей длины. По индукции 
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предполагаем, что для каждой п-местной частичной функ- 


ции от х!,..., Xn, представляемой термом а; найдено 

ее выражение в виде операторного терма с; (=1,..., ni). 

Тогда ясно, что функция f будет значением операторного 
п.--1 

терма oS TEn t as Cni): 


Например, пусть заданы обычные функции -- и X. Функ- 
ция OT Xi, Xə, Xə, имеющая термальное представление 
Х1.Х2 -+ Хз, является значением операторного терма 


$3 (--, $3 (х , Л, I) Г»). 


2.2. Оператор примитивной рекурсии. Пуст 
заданы какие-нибудь числовые частичные функции: п-мест- 
ная би (п + 2)-местная_Й. Говорят, что 1)-местная. 
частичная Функция f возникает из функций g y hA прими- 


Ътивной рекурсией, если для всех нат 


м, ..., Xn, Y имеем 
Рон ЕВ, r n) (1) 


РВ Y Faar МИ 


_ Это определение мы будем применять и для N = 0, гово- 
ря, что одноместная частичная функция ] возникает прими- 
тивной рекурсией из постоянной одноместной функции, 
равной числу а, и двуместной частичной функции Á, если 


[ (0) — а, (3) 
F (x+ = (x, [(х)). (4) 


Встает вопрос, для каждых ли частичных функций 
g, потпип + 2 переменных существует частичная функ- 
ция f от п- 1 переменной, удовлетворяющая условиям 
(1), (2) или соответственно (3), (4), и будет ли такая частич-. 
ная функция единственной? Так как область определения 
функций есть множество всех натуральных чисел, то ответ 
на оба вопроса, очевидно, положительный. Если функция f 
существует, то из (1) и (2) последовательно находим 


(хи, ...› Ап, 0) = g (x, s.e Kaf 
Оо em AANE arn E Ar e a a a S) 


аб. Anr MeT (u aa An A 


Рес. 583 И 


smt 
gr 
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и потому f определена однозначно. Из соотношений (5), 


в частности, видно, что если для некоторых Xi, ..., Xn, É 
значение f (x4, ..., Xn, É) неопределенное, то неопреде- 
ленными будут и значения f (м, ..., Xn Y) для всех 
yet. 


Чтобы при заданных частичных функциях g, h найти 
функцию f, возникающую из них примитивной рекурсией, 
достаточно равенства (5) принять в качестве равенств, 
определяющих значения функции f. Таким образом, для 
любых частичных п-местной функции g и (п + 2)-местной 
функции Á (п = 0, 1, 2, ...) существует одна и только 
одна частичная (п -+ 1)-местная функция f, возникающая 
из би h примитивной рекурсией. Символически пишут 


[= (&, h) 


и рассматривают R как символ двуместной частичной опе- 
рации, определенной на множестве 5 всех частичных 
функций. Из соотношений (5) вытекает, что если функции _ 
би h всюду определенные, то и функция f всюду опреде- 
ленная. 

Из соотношений (5) видно также и следующее фундамен- 
тальное для нас обстоятельство: если мы каким-то образом 
«умеем» находить значения функций g, A, то значения функ- 
ции f можно вычислять при помощи процедуры вполне 
«механического» характера. Именно, для нахождения зна- 
чения [(а1,..., Any т--1!) достаточно последовательно 
найти числа Ea 


bo = 8B (а1, eog a Me 
b, =h (а1, ...у Оп, 0, bo), 
Е. 5 Gn О, 


bm+1 = В (@4, -..) An, M, bm). 
Полученное на (т--1)-м «шаге» число bm+4 и будет иско- 
мым значением функции f в точке (Qi, >... , а, M +1). 
Изложенный процесс вычисления f (а, ..., а, M +1) 


будет продолжаться неограниченно только в том слу- 
чае, когда неограниченным окажется процесс вычисления 
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одного из выражений 


g (a, 2-9. 5 ап), h (ал, > Ons 0, bo), 
а. а ПО). 


т. е. когда хотя бы одно из этих выражений будет иметь 
неопределенное значение. Но тогда, в соответствии с опре- 
делением функции f, значение f (а, ..., а, M + 1) будет 
неопределенным. 

Теперь мы введем одно из главных понятий теории ре- 
курсивных функций. Пусть задана система © каких-то 
частичных функций. Частичная Функция называется 
примитивно рекурсивной относительно если f можно 
получить из функций системы © и простейших функций 


$, O, [" конечным числом операций подстановки и прими- 


тивнои рекурсии 
ункция / называется просто примитивно рекурсивной, 
если ее можно получить конечным числом операции подста- 


новки и примитивной рекурсии, исходя лишь из простей- 
ших функций $, O, 1". 


перации подстановки и примитивной рекурсии, будучи 
применены к всюду определенным функциям, дают в ре- 
зультате снова всюду определенные функции. Поэтому, 
если задана система ©’всюду определенных функций, то 
примитивно рекурсивные относительно © функции всюду 
определенные. В частности, все примитивно рекурсивные 
функиии всюду определенные. 

Ясно, что частичная функция f, примитивно рекурсив- 
ная относительно какой-нибудь системы Š частичных функ- 
ций, примитивно рекурсивна и относительно любой более 
широкой системы. Примитивно рекурсивные функции MOX- 
но рассматривать как примитивно рекурсивные относитель- 
но пустой системы ©. Поэтому примитивно рекурсивные 
функции — это функции, примитивно рекурсивные отно- 
сительно любой системы функций. 

Наконец, из определения также непосредственно выте- 
кает, что операции подстановки и примитивной рекурсии, 
примененные к частичным функциям, примитивно рекур- 
сивным относительно какой-нибудь системы ©, дают в ре- 
ее Я снова функции, примитивно рекурсивные относи- 
тельно 
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Подробно свойства примитивно рекурсивных функций 
будут изучены в $ 3, а здесь мы в качестве примера докажем 
лишь примитивную рекурсивность самых простых ариф- 
метических функций. 

Согласно определению, одноместные функции S(x) = 
= x + 1, 01 (x) = 0, I (x) = хи многоместные функции 


Гт (1 ee, №) = т (m, n=1,2,...) 
примитивно рекурсивны. 
Для п-местной функции 0” (х,..., Xn) = 0 имеем 
представление 


0” = 5? (0t, 1) 


и потому функция O” примитивно рекурсивная. Произволь- 
ная п-местная постоянная функция |" = а допускает пред- 
ставление в виде терма 


$($(... $ (0” (хи, Е ТЕ И МТВ 


записанного при помощи символов примитивно рекурсив- 
ных функций $, 0” и предметных переменных. Поэтому 
все постоянные функции примитивно рекурсивны. 

Двуместная функция f(x, и) =х - у удовлетворяет 
соотношениям | 

1 
x+0=x= Ii (x), 
x+y + 1l)=(x+y)+1=s(x+y). 

Следовательно, функция х + Y возникает из примитивно 
рекурсивных функций /1, h(x, y, z) = z +1 операцией 
примитивной : рекурсии и потому функция X -+ у прими-- 
тивно рекурсивная. 

Двуместная функция ху удовлетворяет схеме прими- 
тивной рекурсии 


х.0=0 (х), 
x(y+1)=xy+x 
с начальными примитивно рекурсивными функциями 
(см. (1), (2)) 
& (х) =0 (x), h (x, у, 2) =2-Ех. 
Поэтому функция ху примитивно рекурсивна. 
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Рассмотрим функцию x”, причем будем считать, что 
х0= 1. Соотношения 


=], 
Ytl — Yg 


представляют собой примитивно рекурсивную схему C Hd- 
чальными примитивно рекурсивными функциями 


ен ПЕС 


Поэтому функция X” также примитивно рекурсивна. 

В анализе иногда встречается функция Sg X (сигнум или 
знак x), равная +1 для положительных вещественных 3Ha- 
чений символа X, —1 для отрицательных X и 0 для x = 0. 
Мы будем рассматривать эту функцию лишь для натураль- 
ных значений х, для которых она может быть определена 
таблицей 


О хесл к 0, 
В Г: вела $70. 


Введем еще функцию Sg, определяемую таблицей 


|, если х=0, 


sg x = 
a если х>0, 


и совпадающую с разностью 1 — $5 x. 


Функции Sg и Sg удовлетворяют примитивно рекурсив- 
ным схемам: 


sg0=0, ан 
sg(x+1)=1, sg(x+1)=0 


имеющим вид (3), (4). Поэтому функции Sg и Sg примитивно 
рекурсивные. 

В области натуральных чисел разность х — и естествен- 
но считать частичной двуместной функцией от х, у, опре- 
деленной лишь для X> Y, так как отрицательные числа 
не входят в рассматриваемую область. Но примитивно 
рекурсивные функции всюду определенные. Поэтому в 
теории примитивно рекурсивных функций вместо обыч- 
ной разности вводят усеченную разность, обозначаемую 
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символом * и определяемую таблицей 


х—у, если х>у, 
Е | 0; сели Хх (6) 
, y. 

В отличие от простой разности усеченная разность 
является в области натуральных чисел всюду определенной, 
и B то же время она очень просто связана с обычной paz- 
ностью. Так, например, согласно (6) 


5-3=2, 3+ 5=0, (xy) z=x < (y +2). | 
Функция х_ 1 удовлетворяет примитивно рекурсивной 
схеме 


ОНО: 
(aF *1=х 


с примитивно рекурсивными начальными функциями O! 
и Г. Поэтому функция x 1 примитивно рекурсивная. 
С другой стороны, из (6) следует, что для любых х, Y 
№ 9%, 
х (УЕ = (хх 
Эти тождества показывают, что двуместная функция ty 
возникает примитивной рекурсией из функций ЛП и 
h (x, у, 2) =2- 1. Обе последние функции примитивно 
рекурсивны. Поэтому и функция х + у примитивно рекур- 
сивная. 
Наконец, из примитивной рекурсивности функций +- 
и < вытекает примитивная рекурсивность функции 
|x—y|= (У (y +x). 

Ha этом мы пока прервем изучение свойств примитивно 
рекурсивных функций. Оно будет продолжено в $ 3, а сей- 
час мы еще раз обратимся к определению относительно 
примитивно рекурсивных функций. 

В настоящем и предыдущем пунктах на множестве % 
всех частичных функций с произвольным числом аргумен- 
тов и Ч частичные операции суперпозиции 
в — ...) и примитивной рекурсии Ю. Согласно 


Ш» 1.9 и 
$ = (5; R, S, 5°,...) 


является частичной алгеброй. Из ое. выше опре- 
делений непосредственно вытекает, что совокупность пр 
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всех ` примитивно рекурсивных функций является подалгеб- 
рой алгебры %, порожденной системой функций 0, S, № 
(т, п=1,2,...). Аналогично, если © — система каких- 
либо функций. из 8, то совокупность всех функций, при- 
митивно рекурсивных относительно ©, является подалгеб- 
рой алгебры $, порожденной функциями системы © и про- 
стейшими функциями 0, $, Im. В силу теоремы 1 из п. 1.3 
_ можно утверждать, что примитивно рекурсивными являют- 

ся те и только те функции, которые являются значениями 

ёрмов, записываемых с помощью индивидуальных - 
ных символов о, S, I” и функциональных символов R, §?, $3, ... 

_ Аналогично, те и только те функции примитивно рекур- 
сивны относительно ©, которые являются значениями тер- 
мов, записываемых с помощью индивидуальных предмет- 
ных символов о, S, l, символов функций из © и функцио-_ 
нальных символов R, $?, $è. 

Термы этих видов мы, как H B I. 2.1, будем называть ONE- 
раторными. С формальной точки зрения операторные тер- 
Е слова в алфавите, образованном символами R, $*, 

0, S, I}, исимволами, которые обозначают функции из CHCTE- 
мы ©. Как правило, система © предполагается конечной, 
но даже и в этом случае алфавит получается бесконечным, 
так как он включает бесконечное число символов 52, 53, .. 
Однако эту сложность легко устранить, если воспользо- 
ваться надлежащим кодированием, указанным, например, 
в п. 1.4. Тогда каждая примитивно рекурсивная функция 
будет значением подходящего слова в фиксированном конеч- 
ном алфавите. 

Запись примитивно рекурсивной функции в виде опе- 
раторного терма будет рассматриваться далее как стандарт- 
ное (конструктивное) задание этой функции. Как правило, 
доказательство примитивной рекурсивности некоторой функ- 
ции будет состоять в указании пути для построения опера- 
торного терма, значение которого равно данной функции. 
Например, приведенное выше доказательство примитивной 
рекурсивности усеченной разности дает следующие тер- 
мальные представления: 


x 1 = R (0, 11) (x), 
д =R(I, B 1)= R (1, S (R (0, È), 1). 
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Отметим сразу же, что функция + допускает и бесконечно 
много других термальных представлений, так как значе- 
ние терма не изменится, если к нему приписать, Ha- 
пример, слово - О. 

2.3. Операция минимизации. Рассмотрим какую- 
нибудь п-местную (N> 1) частичную числовую функцию [. 
Допустим, что существует какой-либо «механизм» для вы- 
числения значений функции f, причем значение функции f 
тогда и только тогда неопределенное, когда этот механизм 
работает бесконечно, не выдавая никакого определенного 
результата. Фиксируем какие-нибудь значения Xi, ... 
..., 2-1 Для первых N — 1 аргументов функции [и pac- 
смотрим уравнение | 


о У (1) 


Чтобы найти решение у (натуральное) этого уравнения, 
будем вычислять при помощи указанного выше «механизма» 


последовательно значения f(x, ..., Xn-1, Y) для у = 
= 0, 1,2, ... Наименьшее значение а, для которого полу- 
чится 
Е АЕ 
аа 


обозначим через 
Uy (f (x1, ee e3 Ап) y) Jë Xn): (2) 


Описанный процесс нахождения значения выражения 
(2) будет продолжаться бесконечно в следующих случаях: 

а) значение f (x1, ..., Xn-1, 0) не определено; 

6) значения Ее, мдя =0:1,”.... 
а — l определены, но отличны от Xn, а значение ] (X4, ... 
..., Арль aF не определено; 

в) значения f (х1,..., Ха, Y) определены для всех 
у == 0, [;:2, ... и отличныгот Xr- 

Во всех этих случаях значение выражения (2) считается 
неопределенным. В остальных случаях описанный процесс 
обрывается и дает наименьшее решение у = а уравнения 
(1). Это решение, как сказано, и будет значением выра- 
жения (2). 

Например, мы уже условились обозначать через x- y 
функцию, равную обычной разности х— у для х>у 
и нулю для x< y. Поэтому, в. согласии. с указанным 
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смыслом символа W, для всех X, у имеем 


х—у=р(уа=х). (3) 
Аналогично, 


Их (36 х = 1) =1, 
H (y х=0)=0 
Это соответственно наименьшие решения уравнений sg х=1 
uye x= 
Напротив, значение выражения 
u(y (y — (x+ 1)) =0) (4) 
неопределенное, так как уже значение терма 0: (0 — (x + 1)) 
неопределенное. В то же время уравнение 


y(y—(x+1))=0 
имеет решение у = х -+ 1, но оно не совпадает с значением 
выражения (4). Этот пример показывает, что для частич- 


ных функций | (№, ..., Xn-1, И) выражение (2), строго 
говоря, не есть наименьшее решение уравнения (1). Если же 
функция [ (Xi, ..., Х-, И) всюду определенная и урав- 


нение (1) имеет решения, то (2) есть наименьшее решение 
для (1).1 | 

Значение выражения (2) при заданной функции f зави- 
сит от выбора значений для параметров Xi, ..., Xn-is Xn 
и потому оно есть НК частичная) от аргументов 
У Е нкцию мы _ будем обозначать символи- 
чески через МГ, где М — си перации, переводящей 
и L E Pyae ИЕ Если заданная функция одно- 
местная, то функцию М] обозначают часто через f7} и назы-: 
BAHT обращением функции [ или, короче, обратной gyae 
цией. Таким образом, 


Г? (x) = в, (F (y) = x). | 
Например, для функций sg и 5$ обратными будут 
функции 


№. вели. x=0,1, 


С а | 
| неопр., если х>1, 


и соответственно 


s- (x)= | 


х—1, если х>0, 
неопр., если х=0. 
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Для многоместных функций f запись f~ не употреби- 

_ тельна. В дальнейшем оператор М будет называться опе- 

ратором минимизации. Например, из формулы (3) полу- 

чается 
M(+)= $*(—, B, 13. 


Наряду с выражениями вида (2) далее нам будут встре- 
чаться выражения вида 


Му (f (x1, -+3 Xn, Y) = & (Xis -+3 Xn И)), 


Uy (F (ха, e.. Ал, yY) = 8 (41, e.. Xni y)). 


Значения их считаются, по определению, совпадающими 
C значениями соответственно выражений 


Hy (|F (x1, ees Xns Y)— E (Xi, +.) Xn y) |= 0), 
Ни (38 нивы EE Ю. 


Мы хотим теперь ввести следующее 
Основное определение. Частичная функ- 
ия называется частично _рекурсивной _ относительно 


системы частичных функций ©, если | может быть nony- 
цена из функций системы © и простейших функций о, $, lh 
конечным числом операций подстановки, примитивной ре- 
курсии и минимизации. 


Частичная нкция называется _ частично _ рекур- 
_ сивной оже mo получе простейших 
функций o, $, [" конечным числом операций подстановки, 
примитивной рекурсии и минимизации. 

На языке термов это определение может быть выражено 

‚ следующим образом: частичная функция f называется 
‘частично рекурсивной относительно системы частичных 
функций ©, если f есть значение (операторного) терма, запи- 
санного с помощью операторных символов R, М, S*, пред- 
метных символов о, S, In простейших функций и предмет- 
ных символов для функций из системы ©. 

Частичная функция [ называется частично рекурсив- 
ной, если она является значением (операторного) терма, 
записанного с помощью операторных символов R, M, 

и символов о, S, [" простейших функций. 

Из указанного основного определения непосредственно 
вытекают следующие свойства относительно частично рекур- 
сивных функций. 
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1) Каждая частичная функция, примитивно рекурсив- 
ная относительно системы функций ©, является и частично 
рекурсивной относительно ©. В частности, все рии 
рекурсивные функции частично рекурсивны.. 

2) Класс частично рекурсивных функций шире класса 
примитивно рекурсивных функций, так как все примитивно 
рекурсивные функции всюду определенные, а среди частич- 
но рекурсивных функций встречаются и функции не всюду 
определенные, например функции $5`1, $ *, а также нигде 
не определенная функция 


[(х) = и,(х Е 1-2г=0). 


3) Операции подстановки, примитивной рекурсии 
и минимизации, произведенные над функциями, частично 
рекурсивными относительно системы ©, дают в результате 
функции, снова частично .рекурсивные относительно ©. 
В частности, каждый (функциональный) терм, записанный 
с помощью символов функций, частично рекурсивных 
относительно ©, и предметных переменных X41, .. Xn, 
представляет функцию от X4, ..., Xn, частично рекурсив- 
ную относительно ©. | 

Уже из примеров, приведенных в п. 2.2, видно, что 
многие числовые функции примитивно рекурсивны. Чтобы 
получить первое, грубое представление о связи между при- 
митивно рекурсивными и частично рекурсивными функ- 
циями, введем следующие понятия. 

Характеристической функцией худ какого-нибудь MHO- 
жества натуральных чисел А называется одноместная функ- 
ция, равная 0 в точках множества А и равная 1 в точках, 
не принадлежащих А. Частичной _ характеристической 
функцией множества _А_ называетс нкция, равная 0 


в точках множества Аи не определенная в точках, не при- 
надлежащих . 


апример, характеристическая функция пустого MHO- 
жества есть функция, равная 1 для любого значения аргу- 
мента, а частичная характеристическая функция пустого 
множества есть нигде не определенная функция. Вообще 
легко понять, что характеристическая и частичная харак-_ 
теристическая функции совпадают лишь для множества 
всех натуральных чисел. 
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Множество натуральных чисел А называется примитив- 
но рекурсивным, если _его_характеристическая ИЯ 
примитивно рекурсивна. Множество А называется частично 
рекурсивным, если его частичная характеристическая функ- 
ция частично рекурсивна. Аналогично определяются NOHA- 
тия примитивно рекурсивного и частично рекурсивного 
множеств относительно системы функций ©. 

Покажем, что каждое (относительно) примитивно рек 
сивное множество является (относительно) частично _рекур- 
сивным. Деиствительно, пусть % (x) — характеристическая 
функция какого-нибудь множества натуральных чисел А. 
Тогда функция Хз (x), определяемая равенством 


Xu (x)= 0 — x (x), (5) 


будет частичной характеристической функцией множества 
А. Так как операция вычитания частично рекурсивна, 
то из формулы (5) следует, что функция Xy (X) также частич- 
но рекурсивна. 

Детальное изучение свойств частично рекурсивных 
функций составляет центральную задачу теории рекурсив- 
ных функций. Оно будет проведено в главе III. В качестве 
предварительной информации о свойствах частично рекур- 
сивных функций может служить следующая очевидная 

Теорема 1. //усть f (x) — какая-нибудь прими- 
т нкция и А — произвольное прими- 


ивно рекурсивная фу Ц р р 
MUCHO рекурсивное множество натуральных чисел. oeoa 
частичная нкция х), определенная схемой 


f(x), если ХЕА, 
неопр., если ХА, 


h (x) -| (6) 


является. частично рекирсивной. 


В самом деле, по доказанному выше частичная характе- 
ристическая функция + (х) множества А частично рекур- 
сивна. Из схемы (6) вытекает, что для всех значений х 


fa (x) = F (x) + Xu (x) 


и, значит, функция fay (x) частично рекурсивная. 
Теорема | дает возможность строить многочисленные 
примеры частично рекурсивных функций. 
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`’ Понятие частично рекурсивной функции — одно из` 
главных понятий теории алгоритмов. Значение его уже 
было указано во введении. Кратко говоря, это значение 
состоит в следующем. С одной стороны, каждая стандартно 
заданная, например, посредством указанного выше опера- 
торного терма, частично рекурсивная функция вычислима 
путем определенной процедуры механического характера, 
которая несомненно отвечает нашему интуитивному пред- 
ставлению об алгоритмах. С другой стороны, какие бы 
классы точно очерченных «алгоритмов» до сих пор факти- 
чески ни строились, во всех случаях неизменно оказы- 
валось, что числовые функции, вычислимые посредством 
алгоритмов этих классов, были частично рекурсивными. 
Поэтому ныне общепринятой является следующая естест- 
веннонаучная гипотеза, обычно формулируемая как 


Тезис Чёрча. Класс алгоритмически (или машин- 


HO) вычислимых частичных числовых функций совпадает 
с классом всех частично рекурсивных функций. 

тот тезис дает алгоритмическое истолкование понятию 
частично рекурсивной функции. Несколько сложнее дело 
обстоит с истолкованием понятия частичной рекурсивности 
относительно заданной системы функций ©. Такое истол- 
кование было впервые указано Тьюрингом. Для простоты 
предположим, что система © состоит лишь из одной функ- 
ции Å (x). Если значения этой функции вычислимы посред- 
ством некоторого алгоритма и, значит, ввиду тезиса Чёрча, 
функция h (x) частично рекурсивная, то каждая функция 
f, частично рекурсивная относительно A, будет просто Ya- 
стично рекурсивной. Если заданная функция Á не частично 
рекурсивная, то единого алгоритма для вычисления произ- 
вольного значения функции Á нет, и вычислить какое- 
нибудь значение функции Å (x) — это математическая Mpo- 
блема. Пусть теперь нам задана какая-нибудь функция р, 
частично рекурсивная относительно h. Это значит, что 
функция | может быть представлена в виде значения 
операторного терма, содержащего символ функции A и 
символы простейших функций. Мы предположим, YTO этот 
терм 4 нам известен. В таком случае, просматривая опре- 
деления операций R, М, %5', мы легко убеждаемся, что 
вместе с термом д определен и алгоритм, который позволяет 
вычислять значения функции f при условии, что мы можем 
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' находить те значения функции h (путем решения coor- 
ветствующих проблем), которые указывает алгоритм. 

Говорят, что функция f алгоритмически _вычислима_от- 

носительно функции h, если существует алгоритм, позво- 
ляющий вычислять значения функции f при условии, что 
мы можем находить те значения Функции Á, которые yka- 
зываются алго О ри этом значения функции A, 
необходимые на более поздних шагах алгоритма, могут 
зависеть от значений h, требовавшихся на предыдущих 
шагах алгоритма. 

Это определение относительной алгоритмической вычис- 
лимости, конечно, не полное. Смысл его зависит от того, 
какой смысл мы вкладываем в понятие обычного (не отно- 
сительного) алгоритма, и других обстоятельств. Как и по- 
нятие алгоритма, понятие относительного алгоритма можно 
уточнять различными способами. Однако при всех факти- 
чески испробованных уточнениях оказывалось, что отно- 
сительно вычислимые функции являлись относительно 
частично рекурсивными. Поэтому по аналогии с тезисом 
Чеёрча обычно принимается в качестве естественнонаучной 
гипотезы и 

Тезис Тьюринга. Класс функ ий, алгоритми- 
чески вычислимых относительно какой-либо Финкции 
(или класса функций ©), совпадает C классом частичных 

ункций, частично рекурсивных относительно В. (соотве 
твенно, относительно системы 

Из тезиса Тьюринга вытекает тезис Чёрча. Depiro: 
по-видимому, нельзя считать справедливым. Конечно, здесь 
речь: идет не о строгой логической зависимости, а скорее 
о зависимости в некотором философском смысле. 

_ 2.4. Общерекурсивные функции. Как уже гово- 
рилось, для каждой частично рекурсивной функции f 
существует механический процесс, посредством которого 
любое натуральное число х перерабатывается в значение 
f (x) функции f. Этот процесс продолжается бесконечно, 
не давая окончательного результата, тогда и только тогда, 
когда значение функции f в точке x не определено. Таким 
образом, всюду определенные частично рекурсивные функ- 
ции — это функции, для вычисления значений которых 
существует алгоритм, обрывающийся через конечное число 
шагов для любого начального числа. Алгоритмы, которые 
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перерабатывают в определенное число любое заданное чис- 
ло, играют особую роль в теории алгоритмов. Вместе 
с ними особое положение в теории рекурсивных Ффунк- 
ций занимают и всюду определенные частично рекурсив- 
ные функции. 

Следующий способ получения всюду определенных 
частично рекурсивных функций вполне очевиден. Опера- 
ция минимизации, введенная в п. 2.3, ставит в соответствие 
любой заданной функции f определенную частичную функ- 
цию Mf. Введем теперь еще одну операцию, которую вре- 
менно будем обозначать символом М' и называть слабой 
минимизацией. По определению мы положим 


M'Îf = Mf, 


если функция Mf всюду определенная. Если же эта функ- 
ция определена не всюду, то значение М] будем считать 
неопределенным. 


Функции, которые можно получить из простейших 
функций O, $, [" конечным числом операций ‘подстановки 
примитивной рекурсии и слабой минимизации, называются 
общерекурсивными. 

Tak как операции R, М', St, выполненные над всюду 


определенными функциями, либо ничего не дают, либо 
дают снова функции, всюду определенные, то все общере- 
курсивные функции всюду определенные. 

С другой стороны, если результат операции слабой 
минимизации определен, то он совпадает с результатом 
операции обычной минимизации. Поэтому все общере- 
курсивные функции являются всюду определенными частично 
рекурсивными функциями. 

Обратное тоже верно: каждая всюду определенная 
частично рекурсивная функция общерекурсивна. Однако 
этот результат является следствием довольно тонкой тес- 
ремы, которая будет доказана лишь в п. 6.1. Заметим 
пока, что согласно определению каждая примитивно ре- 
курсивная функция является общерекурсивной. 

B n. 5.2 будут построены общерекурсивные функции, не 
являющиеся примитивно рекурсивными. Таким образом, 
класс общерекурсивных функций шире класса примитивно 
рекурсивных функций. 


4 A.H. Мальцев 
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Примеры и задачи 


1. Операция подстановки одноместной функции в одно- 
местную функцию дает снова одноместную функцию. Эту операцию 
мы будем обозначать символом *. Таким образом, по определению, 


F+ 8—5? (f, 8), 
(F * =) (х) = (в (х)). 
Операция * ассоциативна, но не коммутативна: 
fF *(g+h)=(f*g)*h, 
$ * Sg -Æ Sg * S. 
Показать, что для любой одноместной функции | 
о Maari, 


Если f} всюду определенная, то fft = I. Если выражение 
f~t (x) для некоторого x определено, то 


(1 [1 (=. 


Показать, что существуют одноместные функции: f, для которых f~! 
всюду определена и в то же время f!» f Æ nN. 
2. Для двуместных функций вводим операцию т, полагая 


Е (х, )=НУ, х). 
Операпия т удовлетворяет следующим соотношениям: 
р 5 (Г, 13, I{), 
их G AAMT, 2). 


_ 3. Если xX — вещественное число, то символом [x] будем 
обозначать целую часть X, то есть наибольшее целое число, не Npe- 
восходящее х. Показать, что функция 


а) =х— Их 
удовлетворяет соотношениям 
а 1(2х)=х2-- 2х, 
4-1 (2х1) — x24 4x42. 


4. Пусть % — множество всех частичных функций от любого 
числа переменных. Рассмотрим частичную алгебру 


A= (F; M, R, $2, $3, а 


Основное определение частичной рекурсивности дает: совокупность 
всех частичных функций, частично рекурсивных относительно 
заданной системы частичных функций ©, есть подалгебра алгеб- 


ры XY, порожденная в Ñ системой ©, Ih» 0, S. 
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Обозначим через %; совокупность всех всюду определенных 
функций из % и рассмотрим частичную подалгебру 


= М, R, $2, $3, в 


алгебры A. Совокупность всех общерекурсивных функций есть 
подалгебра алгебры Az, порожденная в N; простейшими функциями 
Е В 

5. Доказать, что каждая всюду определенная функция, рав- 
ная натуральному числу а везде, за исключением конечного числа 
точек, является примитивно рекурсивной функций. 

6. Доказать аи рекурсивность двуместных функций 
[х/у], rest (x, у), где [х/у] обозначает (неполное) частное, 
а rest (x, у) — остаток от деления X на y. На определению пола- 
гаем также, что [х/0] =x и гез{ (х, 0) = 

7. Если значения примитивно perO PAREO, общерекурсивной 
или частично рекурсивной функции изменить лишь на конечном 
множестве точек, то новая функция будет снова примитивно рекур- 
сивной, общерекурсивной или соответственно частично рекурсивной. 

8. Показать, что примитивно рекурсивна каждая 

а) конечная совокупность чисел; 

6) совокупность чисел вида ап + b (п = 0, 1,2, ...); 

в) совокупность чисел. вида а. b” (п = 0, 1, 2, 

9. Показать, что область определенности одноместной частич- 
но рекурсивной функции есть множество частично рекурсивное. 
Совокупность значений п-местной частично рекурсивной функции 
является частично рекурсивным множеством. 


4* 


ГЛАВА II 


ПРИМИТИВНО РЕКУРСИВНЫЕ 
ФУНКЦИИ И РЕКУРСИВНО 
ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА 


В первой половине главы продолжается изучение 
свойств примитивно рекурсивных функций, точное опре- 
деление которых уже было дано в предшествующей главе. 
Во второй половине главы вводится новое фундаменталь- 
ное понятие — понятие рекурсивно перечислимого MHO- 
жества натуральных чисел и доказывается ряд свойств 
этих множеств, составляющих основу, на которой строится 
дальнейшая теория рекурсивных функций. 


$ 3. ПРИМИТИВНО РЕКУРСИВНЫЕ 
ФУНКЦИИ 


Вп.2.2 введено понятие примитивно рекурсивной 
функции и начато изучение свойств этого понятия. Теперь. 
изучение свойств примитивно рекурсивных функций будет 
продолжено, причем главной целью будет доказательство 
примитивной рекурсивности ряда наиболее часто встре- 
чаюшихся числовых функций. 

3.1. Операции суммирования и мажорированно- 
го обращения. Согласно п. 2.2 операции подстановки и при- 
митивной рекурсии, произведенные над примитивно рекур- 
сивными функциями, дают в качестве результата снова 
примитивно рекурсивные функции. Мы теперь определим 
еще несколько операций, обладающих этим свойством. 

Теорема 1. Пусть п-местная (частичная) функция 
g примитивно рекурсивна (относительно какой-нибудь cu- 
стемы частичных функций ©). Тогда п-местная функция f, 
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определенная равенством 


Г (x1, же, Xn) = 2. 8 (хь e. -3 Xni» Г), 


также примитивно рекурсивна (относительно ©). 
Действительно, из указанного равенства вытекгет 


(хи, «e e3 Xni» 0) ipg (ti; e.e Xni, 0), 
f (x4, Е) = 
= р (ьь e. 3 Ñn Y) 5 (1, e. e3 n1! YATI 


Следовательно, функция f возникает посредством прими- 
тивной рекурсии из примитивно рекурсивных функций 


оо ее 
—=2-- & (х1, e. e3 nis y-+1) 


и потому | примитивно рекурсивная. 

Следствие 1. Если п-местная функция g прими- 
тивно рекурсивна (относительно ©), то (п + -местная 
функция f, определенная схемой 


| А Aa h OCU US; 
0 ‚- если. и 2, 


также примитивно рекурсивна (относительно ©). 
Из схемы (1) видно, что 


Í (x4, e.. Xna: И, г) = 


e; у 
T (> g(x, Eo 0-2 g(x, RE ЯР) -L 
E e.. nis у). sg (y SEAT 


Так как операция * примитивно рекурсивна, TO в силу 
теоремы | функция f также примитивно рекурсивна. 

Иногда говорят, что определенная в теореме 1 функция f 
возникает из функции g операцией суммирования. Теоре- 
ма | означает, что операция суммирования, произведенная. 
над примитивно рекурсивной функцией, дает снова при- 
митивно рекурсивную функцию. . 
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Следствие 2. Если g, h, k — примитивно рекур- 
сивные функции, то функция №, определенная соотноше- 


нием 
R(x1, ...3 xn) 


F: (x1, s ., Ап) = ме 2 g (x1, ++) nis i), (2) 
l АП) 
также примитивно рекурсивна. 
Формула (2) равносильна формуле 


f* (x4, DAL Xn) = Í (и, e.e Ñn» h, k), 


где f — функция, определенная схемой (1). Так как |, h, k— 
примитивно рекурсивные, то f* также примитивно рекур- 
сивна. т 

Аналогично теореме | доказывается и 

Теорема 2. Если п-местная функция g примитивно 
рекурсивна (относительно системы функций ©), то п-мест- 
ная функция, определенная формулой 


xn 
E STT e A a Hes а aN A A S 
также примитивно рекурсивна (относительно ©). 
В этом случае говорят, что функция f (и, ..., Xn) 
получается из функции © (хи, ..., Xn) операцией мульти- 
плицирования. 


Доказательство ввиду его простоты мы опустим. 
Далее часто будет встречаться так называемое кусочное 
задание функции. Заключается оно в следующем. Пусть 


заданы некоторые функции [); (м, ..., Žr), ЕЕ 
., 5-1, и указаны какие-то условия P; (Xi, ..., Xn) 
(=1, ..., 5), которые для любой системы чисел X4, 
..., Xn Могут быть истинны или ложны. Допустим, далее, 
что ни для одной системы чисел хи, ..., Xn никакие два 
из упомянутых условий не могут быть одновременно истин- 
ными. Функция f (X1, ..., Xn), заданная схемой 
(fi (Xis ..., №), если P; (X1, ..., Xn) истинно; 
ЕЕ (xı ....Ж), если Рь (хи, ..., Ха) истинно; 
м e О А РР ЗП фея - 
| È г. о если ран. ху истивно: 


tfen O S NA) пля остальных Яо. Sh 
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называется функцией, определенной кусочной схемой. Будет 
ли функция f примитивно рекурсивной, зависит от природы 
функций f; и условий P;. Простейший случай, когда функ- 
ция f будет заведомо примитивно рекурсивной, дает 
Теорема 3. Пусть заданы п-местные примитивно 


рекурсивные (относительно ©) функции |, ..., В, 

а,..., аз, Причем ни при каких значениях переменных 

никакие две из функций QI, ..., аз одновременно в 0 не обра- 

щаются. Тогда функция f, определенная кусочной схемой 
Е e e a a o a N 

Е 

Í (Xis - -+3 Xn) в AN EC Е. А, 

вл (№, ..., Xn) в остальных случаях, 


будет примитивно рекурсивной (относительно ©). 
Для доказательства достаточно заметить, что функцию [ 
можно представить в виде | 


рее... Ffa Sha sg (%4 ... as), 


где Sg, $5 — введенные B п. 2.2 примитивно рекурсивные 
одноместные функции. 
В теореме 3 рассмотрен типичный случай, когда усло- 
вия P; имеют вид а; = 0. Так как условия вида 
0; = В» о; < В < В (3) 


равносильны, соответственно, условиям 
[“;—В:| =0, 4; 2 ВО, sg (В; - a:)= 0, 


то теорема 3 останется справедливой и в том случае, когда 
в кусочной схеме равенства Q; = 0 заменяются по произ- 
волу требованиями вида (3), где а;, В; — примитивно 
рекурсивные функции. 

Рассмотрим уравнение 


g (x, e.. Ап» y) =Q, (4) 
левая часть которого есть всюду определенная функция. 
Допустим, что для каждых значений х!,..., Xn уравне- 


ние (4) имеет единственное решение у. Тогда это решение 
будет однозначной всюду определенной функцией от 
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х,... №. Спрашивается, будет ли эта функция Y = 
= f (x4, ..., Xn) примитивно рекурсивной, если левая 
часть уравнения (4) есть примитивно рекурсивная функция 
OT X4, ..., Xn, Y? В главе [У будет показано, что в общем 


случае ответ на этот вопрос отрицателен. Это не исключает, 
конечно, возможности, что в отдельных случаях ответ будет 
положительным. 


Теорема- 4 (0 мажорируемых неявных а 


Пусть © (м, ..., ж, И), а (м, ..., м) — такие Apu- 
митивно рекурсивные функции, что уравнение 
Е (5) 

для каждых Xi, ..., Xn имеет по меньшей мере одно реше- 
ние и 

WASE ЕО (хе, м). (6) 
для любых Xi, ..., Xn. Тогда функция 

к р, ЕО) 
также примитивно рекурсивна. 
_ Фиксируем какие-нибудь значения X1, ..., Xn и пусть 
а— ру (в (м) =0. 


Рассмотрим последовательность произведений 


Е Е аа T) 
(1 —— 0, l 9 2 e & 0 ). (7) 
Так как у = a есть наименьшее решение уравнения (5), 
то первые а членов последовательности (7) нулю не равны, 
а все остальные члены содержат равный нулю сомножи- 


тель g (X1, ..., Xn, а) и потому равны нулю. Поэтому 
из условия (6) вытекает, что 


бу м. КВ) 


а = 2 Sg (g (Xis +- -> Xn ая, В 


= 


Вводя примитивно рекурсивную функцию 


м г) = Ца, ака А-В 
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мы сможем переписать равенство (8) в форме _ 


О.А) 
РО...) Ж) == 2 БИ. Ani- 
= 
В силу теорем 1, 2 отсюда следует, что Е f npu- 
митивно рекурсивна. 

9.2. Примитивная рекурсивность некоторых 
арифметических функций. При помощи изложенных в пре- 
дыдущем пункте общих теорем теперь можно легко про- 
верить, что обычные арифметические функции, связанные 
с отношениями ‘делимости и простоты натуральных чисел, 
являются примитивно рекурсивными. 

Начнем с частного и остатка от деления числа X на число 
у, которые будем обозначать через [х/у] и rest (x, у). Чтобы 
иметь дело с всюду определенными функциями, дополни- 
тельно положим, что 


[х/0] = х, тез (х, 0) =х 


для всех х. Ясно, что так определенные функции. связаны 
тождеством 


rest (x, у) = х (и: [x/y]) 


и, значит, из примитивной рекурсивности функции [х/у] 
будет вытекать и примитивная рекурсивность функции 
rest (x, и). 
Согласно определению, при y >0 число [x/y] = 
удовлетворяет соотношениям 
пу<х< (п- Пу. 
Отсюда видно, что MN pasia числу нулей в последователь- 
НОСТИ 
о. 


Поэтому для у >0 имеем формулу 
или = ХУ sg (у > x). (1) 
Непосредственная проверка показывает, что формула 


(1) верна и при y = 0. Так как функция sg (iy — x), стоя- 
щая под знаком суммы, примитивно рекурсивная, то на 


58 РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ И ПЕРЕЧИСЛ. МНОЖЕСТВА [ГЛ. II 


основании теоремы 1 заключаем, что функция [x/y]l, а вме- 
сте с ней и функция rest (x, у) примитивно рекурсивны. 

Говорят, что число х делится (без остатка) на число у, 
или что у делит x, если rest (x, у) = 0. Введем двуместную 
функцию div (x, y), полагая по определению 


1, если fest (х, у) =0 


о -| 0, если rest(x, и) = 0. 
Очевидное соотношение 


div (x, у) = sg rest (x, y) 


показывает, что функция div примитивно рекурсивна. 
Полагаем также по о 


пах = Şdiv EPLAY (2) 
i=0 

Если x Æ 0, то делители числа х не превосходят X 
и потому для положительных значений х число па х совпа- 
дает с числом различных делителей х (включая число 1). 
Из формулы (2) видно, что функция nd примитивно рекур- 
сивна. 

В арифметике натуральное число х называется простым, 
если оно имеет точно 2 различных делителя. Число 0 имеет 
бесконечно много, а число | лишь один делитель. Поэтому 
Ои 1 — не простые числа. Для простых чисел 2, 3, 5, 7, 
введем стандартные обозначения ро=2, на ся Таким 
образом, р, есть (п + 1)-e простое число в натуральном 
ряде чисел. 

Обозначим через Хр» (п) характеристическую функцию 
свойства быть простым числом. Иначе говоря, положим 
Xp(n) = 0 для п простого и %p(n) = 1 для п непростого. 
Так как простые числа и только они имеют ровно 2 дели- 
теля, то 

Хх» (х) = $5 | Пх— 2] 


и, следовательно, функция Х»(х) примитивно рекурсивна. 

Одной из наиболее известных арифметических функций 
является функция л (x), равная числу простых чисел, не 
превосходящих х. Очевидная формула 


n (x)= УЕ» (1) 
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показывает, что функция л (х) примитивно рекурсивна. 
Из определения функции л (x) непосредственно следует, 
что 


л (р) =п-Е1, 
п(х) < п-1, . если хр: 


Отсюда видно, что х = pp есть минимальное решение урав- 
нения T (x)= n + 1. Поэтому 


Pn =P (п) = их (|2 (x)— (n+ 1)|=0). 


Стоящая под знаком p-onepanuu функция |л (x)— 
— (п--1)| примитивно рекурсивна. В силу теоремы о Ma- 
жорируемых неявных функциях (п. 3.1) для доказатель- 
ства примитивной рекурсивности функции р (п) остается 
лишь найти примитивно рекурсивную функцию а (N) такую, 
чтобы для всех п было р, < а(п). Из теории чисел хорошо 


т 
известно, что в качестве функции а (п) можно взять 2° . 
В самом деле, требующееся нам неравенство 


gn 

Pa[2 (3) 
заведомо истинно при n = 0. По индукции далее пред- 
полагаем, что неравенство (3) истинно для всех значений п, 
меньших некоторого числа 5 -+ 1. Докажем, что (3) истинно 
и для п = $ |1. 

По предположению имеем 
3+1 


PoPa ... P+ 1 Ltt и 


Число а = рор....р. +1 болыше единицы и потому 
должно иметь какой-то простой делитель pr. Этот делитель 
не может совпадать ни с одним из простых YHCEJN Po, ру, ... 

.., Ps, так как при делении числа а на любое из чисел 


ро, Р1, ..., Da получается остаток 1. Но все простые 
числа, не превосходящие Ps, содержатся в последователь- 
ности ро, р1,..., Ps. Число р, в нее не входит H а 


Peti X Pr- Так Kak- pe за, то 


+I 
Ps+1 = а < g 7 


что и требовалось. 
Итак, неравенство (3) доказано, а вместе с ним доказана 
и примитивная рекурсивность функции р (x) = Px: 
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Введем еще одну важную для дальнейшего функцию. 
Эту функцию мы будем обозначать через ex (x, y) или, 
‚ сокращенно, ех„у и называть экспонентой числа Py в числе 
у. По определению, при у Æ 0 exxy полагаем равным NOKA- 
зателю наивысшей степени простого числа р», на которую 
делится y. Для у = 0 полагаем по определению exx 0=0 
для всех значений х. Например, 


ex8 = 3, ех, 8 =0, ехо 0 =0. 


Каждое натуральное число п >1 можно однозначно 
проставить в виде произведения 


= реорет -Pis (в BRUK) 


положительных степеней различных простых чисел. Отсюда 
В abiy определения м ех получаем 


ехий = @0, ..., EXi N = ds 


и ex; п=0 для всех значений İ, отличных от io, ..., &. 

Чтобы доказать примитивную рекурсивность функции 
ex (x, И), мы снова воспользуемся теоремой о мажорируе- 
мой неявной функции. По определению, ex (x, у - 1) есть 
наибольшее значение и, для которого р“ есть делитель 


у + 1. Поэтому можно утверждать также, что ex (x, у + 1) 
есть наименыпее значение и, для которого ри+! не делит 


у + l, то есть 


ех (x, y +1)= pu (вв rest (y +1, р") =0). ° (4) 
Функция pr: примитивно рекурсивна H, кроме того, 
ех (х, ИЕ) <. — (5) 


В силу упомянутой теоремы о мажорируемых неявных 
функциях, из (4) и (5) следует, что функция ex (x, у + 1), 
а с нею и ex (х, у) = ex (x, (у — 1) + 1), примитивно pe- 
курсивны. 

Наконец, рассмотрим еще функцию 


q(x) =x = [Их]? 


где символом [2] обозначается целая часть вещественного 
числа 2, равная наибольшему целому, не превосходящему 
2 Число q (x) называется квадратичным остатком числа x. 
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Оно равно расстоянию OT х до ближайшего слева точного 
квадрата. 
Равенство п = [V x] равносильно соотношению 


т<х < (п- 1}, 
где n — натуральное. Таким образом, 


[Их] = m (sg (t+ 1-х) =1) 


и вместе с тем | x| <x. По теореме о мажорируемой 
неявной функции отсюда следует, что функция [Их] при- 
митивно рекурсивная. Вместе с нею примитивно рекурсив- 
ной является и функция q (х) =x — Их]. Аналогичным 
образом доказывается примитивная рекурсивность функ- 


ЦИИ [4 x| и многих других арифметических функций. 
Рекурсией называется такой способ задания функции, 
при котором значения определяемой функции для произ- 
вольных значений аргументов выражаются известным обра- 
зом через значения определяемой функции для меньших 
значений аргументов. Примитивная рекурсия является 
одним из простейших видов этих более общих рекурсий. 
Более сложные рекурсии 2-й ступени будут рассмотрены 
в следующей главе, а здесь мы хотим в качестве примера 
на приложение введенных выше арифметических функций 
рассмотреть так называемую возвратную рекурсию, легко 
выражаемую через обычную примитивную рекурсию. 
Определение. Пусть alx), ..., а. (x) — всюду 
определенные функции, удовлетворяющие для всех значений 
X условиям 


| трея оно (6) 
Говорят, что функция f (xı, ..., Xn+1) получается воз- 
вратной рекурсией из функций g (м, ..., №), A (1, 

.. Л, 9, 2... 25) и вспомогательных функций 

41, ..., As, ECAU для всех значений переменных Xi, ..., Xn, Y 
f (xi; e.. Xns ETTE o. e9 to | 

И, (7) 


Рае, ЕО И 


Как и в случае примитивной рекурсии, легко доказы- 
вается, что для любых функций g, Á, а;, удовлетворяющих 
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высказанным в определении условиям, функция f, удо- 
влетворяющая требованиям (7), существует“и единственна. 
Более того, верна следующая 

Теорема |1 (о возвратной рекурсии). Функция f, 
возникающая из функций El ..., Aah В (м, ..., Хр 
у, 2, ..., Z) и вспомогательных функций a(x), 

., аз (x), удовлетворяющих условиям (6), с помощью воз- 
вратной рекурсии, может быть получена из тех же функций 
8, h,a; и простейших функций o, s, E операциями подста- 
новки и примитивной рекурсии. 

Иными словами, функция f является примитивно рекур- 


сивной относительно функций g, Á, Qai, ..., Qs- 
Для доказательства введем новую функцию F, полагая 
у : 
В, ap) = [р am. (8) 
i=0 


Вспоминая определение функции ex (и, 9), непосред- 
ственно заключаем, что для U< у 


о ыы о, (9) 
По условию aly + 1) <у. Поэтому соотношение 
Г, ..., Хл, 9 (и-Е1)) =ех (а; (и 1), Е (жи, -.., Хх, и)) (10) 


верно при любых значениях X1, ..., Xn, Y. 
Найдем теперь примитивно рекурсивную схему для F. 
Прежде всего, из (7) и (8) имеем 


Е(хи, ..., Хи, 0) =p e хп, (11) 
В силу (8) имеем также 
F (хи, e.. Лю; у) =Е (x, ...3 Ап) у) PEY ыы 
Заменяя здесь терм f (х1,..., Xn, Y + 1) его значе- 
HHM из (7), получим | 
Ему, e.. Xn, UEI = (ь, e.. Ап; у) X 


X р ...3 XN, Y, f(x, <.. XN, а1(у--1)), ...у f(x1, ...) XN, as(y+1))), (12) 


Соотношения (11), (12) можно при помощи формул (10) 
представить в виде | 
| Е (хи, e.. Мп) 0) =@ (х,, $. 219 Е 


о АО о РО. 
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где 

G (X1; e.. .9 $ AR = pL S A, хп), 
ПЕ В, Е 

= 2p eT ... ‘хп, Y, ex(ai(y+i), z), ..., ех(аз(у-Е1), 2)). 


Таким образом, функция Е получается примитивной 
рекурсией из функций С и H, а функция f выражается через 
Г согласно (9) формулой 


Е Xn» y)). 


Тем самым теорема 1 доказана. В качестве примера обыч- 
но приводят последовательность 
Gr ha о а о, 
известную в теории чисел под именем последовательности 
Фибоначчи. Каждый член этой последовательности, начи- 
ная с третьего, равен сумме двух предыдущих. Обозначая 
через Ф (n) п-й член последовательности Фибоначчи, No- 
лучим 
| Ф (0) =0, 

D(n+2)=0(n)+0(n+1) 
HJIH | 

Ф (0) =0, 


Ф(п-+ 1) =Ф(®)-+Ф(п— 1) 351. 
Отсюда видно, что функция Ф (п) возникает возвратной 
рекурсией из функций | 
8 (х) =0, й (х, Y, 21, 25) = зву г! + 22 
и вспомогательных функций 


и (у) =у-——1, (у) =у— 2. 
Так как все эти функции. примитивно рекурсивны, то функ- 
ция Ф также примитивно рекурсивна. 

3.3. Нумерация пари n-ok чисел. Все пары нату- 
ральных чисел можно расположить в простую последова- 
тельность и притом многими способами. Для определен- 
ности рассмотрим следующее расположение этих пар, кото- 
рое мы будем называть канторовским: 


0, 0) 0, В, ов оО о 
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В этой последовательности пары идут в порядке возраста- 
ния суммы их членов, а из пар с одинаковой суммой членов 
ранее идет пара с меньшим первым членом. Обозначим 
через с (x, y) номер пары (x, у) в последовательности (1), 
причем нумерацию начинаем с нуля. Таким образом, 


200—022 0-2. 


Число с (х, у) будем называть (канторовским) номером 
пары (х, и). Через Z (п) и г (п) обозначим левый и соответ- 
ственно правый члены пары с номером п. Например, 


1(2) = в r (2) =0. 


Мы хотим теперь выразить функции с, l, г через обыч- 
ные арифметические функции. Начнем с функции с. Пара 
(x, у) находится в отрезке 


(0, хи), (1, х-у—Т), ..., X, Y). (ХУ, 0) 


на х-м месте после пары (0, x + y). Перед парой (0, x + и) 
в последовательности (1) находятся х - у отрезков, содер- 
жащих всего | +2 +... + (х +y) пар. Поэтому 


с (x, о (2) 


Обратно, пусть 
х= (п) -y=r(n) 
и, следовательно, И = C (x, y). Из формулы (2) имеем 
2n=(x +y) 3х у, | 
8n +1 = (2х +2y + 1) 8х = (2x + 2y + 3)—8у— 8. 
Отсюда вытекает, что 
2-21 < [И 81 1| < 2-Е 2-3, 
HJIH 
Xpy] Е 


Таким образом, 
/ 81 И- 1 
| (3) 
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Сравнивая с формулой (2), получаем 
Lena [ [y 8" П+! № [Уи 1 Ta 4 
2 2 2 
Из (3) и (4) получаем аналогичное выражение для г (п). 
В дальнейшем будет нужен не конкретный вид формул 
для с (х, y), [ (п), г (п), а лишь тот факт, что эти функции 
выражаются с помощью подстановок через элементарные 
арифметические функции +, +, +, [V], [/21. 
Отметим, наконец, что из самого определения функций 
с (x, и), L(x), r(x), как функций, связанных с нумерацией 
пар, вытекают следующие тождества: 


с(1(п), r(n))=n, Исх, y)) =x, г(с(х, y)) =y. (5) 


Ясно, что эти тождества не зависят OT того, YTO pac- 
сматриваемая нумерация пар канторова. Например, пусть 


(Хо, Yo), (x1, Yı), Е. и Уп), к (6) 


— какое-нибудь другое расположение совокупности всех 
пар натуральных чисел в простую последовательность. 
Обозначая через С (x, у) номер пары (x, YY в последова- 
тельности (6) и полагая L (п) = xn, R (п) = Yn, мы полу- 
чим снова функции, связанные тождествами 


С(Ё (п), К (п)) = п, 
L(C (x, 9))=х, R(C(x, y) =y, (7) 


аналогичными тождествам (5). Обратно, если на множестве 
натуральных чисел определены какие-то функции С, L, R, 
связанные тождествами (7), то, называя номером пары 
(x, у) число С (x, у), мы получим одно-однозначную нуме- 
рацию совокупности натуральных чисел. Связанные с этой 
нумерацией функции будут как раз функциями С, L, R. 

С помощью нумерации пар натуральных чисел легко 
получить нумерации троек, четверок и т. д. натуральных 
чисел. С этой целью вводим следующие функции: 


СЗ (Xis Xz, Хз) = С (С (хи, Хо), Хз), 


Ре S ее (8) 
си (xi, Xoy ...) Xn) = С" (С (хи, Xə), Аз, . ыы Хп+1), 
5 А.И. Мальцев 
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и по определению число с” (X4, ..., Xn) называем канторо- 
вым номером п-ки (м, ..., Xn). Если 
А 
то из тождеств (5), (8) получаем 
М-РН 
ЕЕ 
Е ЯН (9) 
Хо = Е ... I(x), 
r= = l (x). 
Вводя обозначения Cnn(X), ..., С,1(х) для правых частей 
равенств (9), будем иметь 
| c” (спа (x), од Cnn WISE 
АЕ e... Xiti (=l .e..9 п). 


Это аналоги тождеств (5) для канторовской нумерации 
п-ок натуральных чисел. 

Наконец, можно было бы еще рассмотреть нумерацию 
совокупности, образованной всеми натуральными чис- 
лами, всеми парами, всеми тройками и т. д. натуральных 
чисел. Однако мы этого здесь делать пока не будем, а рас- 
смотрим лишь так называемую функцию Геделя Г, заме- 
няющую во многих случаях нумерацию указанной сме- 
шанной совокупности. 

По определению полагаем 


RE D- ОЙ (10) 


Отсюда видно, что ‘функция Геделя примитивно рекурсив 
ная. Основное свойство функции Геделя выражает сле- 


дующая 
Теорема 1. аа бы ни была конечная последова- 
тельность натуральных чисел Qo, Qi, ..., An, система 
уравнений 
T (х, 0) = aĵ, 
Ее д | 
м (11) 
I(x, n)= an 


имеет по меньшей мере одно решение x. 
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Итак, пусть числа do, Qi, ..., а» заданы. Будем искать 
числа и, b такие, чтобы число х = C (u, b) удовлетворяло 
уравнениям (11). Вследствие соотношения (10) это значит, 
что нам надо подобрать числа и, В так, чтобы выполнялись 
соотношения 


rest (и, 1 (у 1)6)=а, (Febri ara ОЕ 
то есть чтобы выполнялись неравенства 
1+ (и о а, они) (12) 


и чтобы разности и — а, делились на 1 + (у + 1) 6. Для 
краткости записей введем обозначения 


ту =1+(и+ 15. (13) 


Неравенства (12), очевидно, удовлетворятся, если поло- 
ЖИТЬ 


= (1-Е... а)! (14) 
Однако такой выбор значения для b гарантирует нам и то 
важное обстоятельство, что числа Mo, My, ..., т, будут 


попарно взаимно просты. В самом деле, если Ki < ] < п, 
то 


m;—mi=(j—i)b (0<j—i<xn). 


Согласно (14), число b делится на j — i. Поэтому, если бы 
числа Mj, т; имели какой-нибудь общий простой enn- 
тель Ps, то на р, должно было бы делиться и число b. Однако 
из (13) видно, что т; и 6 общих простых делителей не 


имеют. Таким образом, числа т; и т; действительно вза- 
имно простые. 


Вводим теперь числа Мо, Mi, ..., Mn, полагая 
M= То Ета + Та Не, 
Так как числа Mo, Mi, ..., Mp попарно взаимно про- 


стые, то числа т; и М; также взаимно простые. Поэтому 
согласно известной теореме арифметики найдутся нату- 
ральные числа Zi, Wi, удовлетворяющие соотношению 


Mizi — то; = 1 (15) 

Нам оставалось еще подобрать число и так, чтобы каж- 
дое число и — Qy делилось на Ту. Покажем теперь, что 
Б* 
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этим требованиям заведомо удовлетворяет число 
и = @оМого га. М.2.--... ав Мига. (16) 


В самом деле, все члены этой суммы делятся на Mi, 
за исключением члена а;М;2; (так как на т; делятся М; 
для | + i). Соотношение (15) показывает, что произведение 
Mizi при делении на т; дает остаток 1. Поэтому при деле- 
нии на M; члена а;М;2; получится остаток а;. Поскольку 
остальные члены суммы (16) при делении на т; дают оста- 
ток 0, то rest (и, т;) = Qi, что и требовалось. 

3.4. Зависимости между операторами примитив- 
ной рекурсии и минимизации. Согласно $ 2 каждую функ- 
цию, примитивно рекурсивную относительно системы функ- 
ций ©, можно получить из функций © и простейших функций 


0, $, Im операциями подстановки и примитивной рекурсии. 
Однако, если исходить не только из простейших функций, 
а и из нумерационных функций C, l, г, то для получения 
примитивно рекурсивных относительно © функций нет 
необходимости пользоваться операциями примитивной ре- 
курсии в их общем виде. Достаточно применять лишь неко- 
торый весьма специальный вид этих операций. 

Аналогичное положение имеет место и для частично ре- 
курсивных относительно © функций. Чтобы получить эти 
функции из функций системы © и функций O, $, Im, C, L, r, 
нет нужды пользоваться операциями примитивной рекур- 
сии и минимизации в общем виде, а достаточно употреблять 
лишь некоторые частные виды этих операций. Более де- 
тально эти вопросы будут изучены в пп. 3.5 и 5.4, а пока 
мы докажем лишь несколько предварительных теорем. 


Теорема 1. Частичная функция f (Xi, ..., Xn, yY), 
возникающая из частичных функций в (и, ..., №) U 
й (м, ..., Xn, Y, Z) примитивной рекурсией: 

Fixi; e..g Хп, Oys g (X; ...} fay: 


| 
ИОВ РТ Е А р ) 


может быть получена специальной рекурсией вида 
ф(х, 0) =х, 
P(x, УЕ 1) =Ф(Ф(х, y)) 
и подстановками из функций g, h, c, l, г, 0, $, Im. 


(2) 
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В частности, каждая функция, примитивно рекурсив- 
ная относительно системы © частичных функций, может 
быть получена из функций © ифункций с, l, r, O, S, Im one- 
рациями подстановки и специальными рекурсиями вида (2). 

Вводим функцию 


(Е, у) = с"*? (Спа (É), ..., Ст (1), Y, F (Спа (É), ..-, Cnn (£), И)), 

(3) 
где с””?, Cni — нумерационные функции, определенные 
в предыдущем разделе и получающиеся подстановками 
из функций с, l, г. Из соотношения (3) непосредственно 
следует 


Г (x1, e3 Ап» у) = Cn+2 n+2 (ф (с” (Xi, DE) Xn), y)). (4) 
Первое из равенств (1) дает 
Е оно ЕО Е si 
Из (3) и (1) непосредственно следует 
P (é, y +1) = с" (Cn (1), ..., Ст (В, y +1, (6) 
h (Cni (t); -= Can (1), Y, Cn+zn+2(Ẹ (t, Y))). 
Tak Kak 
Cni (t) = Сп, (Y (Е, Y)), Y = Сплав +1 (Y (É, yY)), 
то равенство (6) можно переписать в виде 
Yp (£, y+1)=Ħ@® (Ņ(ć, y)), (7) 
где 
Ф (и) = c”*? (Cn+21 (и), ..., Спяатчы (и) 1, 
h (Cn+2 1 (U), ...› Спа n+2 (и))). 


Итак, функция f получается из функций g, h, l, Г, С, 0, $, 
[m подстановками и рекурсией 


ф(х, 0) =@ (x), 
p(x, УЕ =Ф(ф(х, y)). 


Вместо функции ф вводим теперь функцию ф посред- 
ством рекурсии 


Ẹ (x, 0)=x, ф (x, у- 1) =Ф (9 (x, у)), 
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имеющей требуемый вид (2). Так как 

p(x, у) =Ф(Ф(... P (G(x)) ...)), 

pis =pl MM h, 
TO 

p(x, у) =Ф(О (х), y) 
и, следовательно, функция f получается из функций с, [, г, 
0, $, Im, ©, h подстановками и рекурсией вида (2). 
Полагая в теореме 1 п = 0, g = 0, получим следующий 


частный случай: функция f (y), возникающая из функции 
h (у, z) рекурсией 


[(0)=0, (у =й(у, [(у)), 


может быть получена из функций h, с, р г, 0,5 подстанов- 
ками и рекурсией вида 


p (0)=0, (y +1)=Ħ (ọ(y)), 
где Ф — подходящая суперпозиция функций Й, с, L, r, 0, 
Г. 


Теорема 2. Частичная функция -f Oa, <.<; Хх»), 
получающаяся из частичной функции g (м, ..., Xn, и 
операцией минимизации 

Е E a e N (8) 


может быть получена из функций 5, с, l, г подстановками 
и операцией минимизации специального вида 


F (x)= py (G (x, у) =0). (9) 
Действительно, вводя функцию 
F (x)= f (Спа (X), ..-› Cnn (Х)), 
получим 
О Е. 


В то же время из (8) вытекает 
F (x)= у (G (x, у) =0), 
где 
С (x, у) =8 (Cni (x), yR Cnn (x), y). 
Из теорем 1 и 2 непосредственно получаем 
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Следствие. Каждая функция, частично рекурсив- 
ная относительно системы частичных функций ©, может 
быть получена из функций системы © и функций с, р г, о, 
$, Im конечным числом операций подстановки, специальных 
рекурсий вида (2) и специальных минимизаций вида (9). 

Столь же просто доказывается и 

Теорема 3 (Гедель 1[14]). Функция ф (м, ... 
... Xn, И), Получающаяся примитивной рекурсией (1) 
из всюду определенных функций g (м, ..., Xn) и и, ... 

.. Xn, Y, Z), может быть получена из этих функций 
и функций Г, с, l, r, +, —, S, O, Iņ} конечным числом под- 
становок и минимизаций. 

Ввиду теоремы 1 достаточно провести доказательство 
лишь для случая, когда п = Ги рекурсия имеет специаль- 
ный вид (2). Полагая x, у произвольно заданными числами, 
рассмотрим систему уравнений относительно 2: 


Г (z, 0) =Ф_(х, 0), 
Г(г, )=ф(х, 1), 


фа. &’.Ф 9-5 


Г (2, у) =Ф(х, y), 


где Г (z, у) — функция Геделя из п. 3.3. В силу (2) эту 
систему можно переписать в виде 


T(z, 0)=х, 
Г (2, и 1) =Ф(Г(2, u) (0<и<, 


(10) 


ИЛИ 
Ех, 

Ци (|y—ulsg| Г (2, и) —Ф(Г (z, и))|=0) =. 

Множитель | Y — U | введен здесь для того, чтобы функция 

Е (у, г) = и (|y—u|sg|T (z, u+1)—®(T (z, u))|=0) 


была всюду определенной. Согласно основному свойству 
функции Г система (10), а значит, и равносильные ей си- 
стема (11) и уравнение 


|Г (а, 0) —х|-+|Е(у, 2)-у|=0 (12) 


имеют решение Z для каждых X, у. Так как левая часть 


(11) 
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уравнения (12) является всюду определенной функцией, то 
формула 
2 = ви (|T (u, 0) —х|-|Е (у, u)—y|=0) 


дает наименышее решение 2 системы (10). Обозначая это 
решение через G (x, у), из последнего уравнения системы 
(10) получим 


p(x, у) = Г (G(x, y), y). 


Таким образом, функции F, G и ф получаются подстанов- 


ками и минимизациями из функции Ф и функций Г, -+,-, Ik 


Дополнительные функции с, [, г, $, О указаны в теореме 3 
для того, чтобы можно было применить теорему | и свести 
дело к случаю рекурсии специального вида (2). С другой 
стороны, с их помощью легко получаются использованные 


функции x-y и sgx. Именно, 


= 11 (x), 


[y/2] = uz (y ~ =0), 
с(х, х) = 2х2 + 2x, 2 =С(х, x)= 2х, № = [2x?/2], 


x. y= | ЧИ У |. 


Согласно п. 2.4 функция называется общерекурсивной, 
если она может быть получена из простейших функций опе- 
рациями подстановки, примитивной рекурсии и операциями 
минимизации, не выводящими за пределы всюду определен- 
ных функций. Поэтому из теоремы 3 следует, что каждая 
общерекурсивная функция может быть получена из функций 


Г.С дк, $, 0, +, -*, Ik} конечным числом подстановок 
и специальных операций минимизации вида (9), применяемых 
лишь к таким функциям, для которых результатом мини- 
мизации служит всюду определенная функция. 

Совокупность исходных функций здесь взята с некото- 
рым запасом. Минимальные совокупности будут определены 
в пп. 3.5 и 5.4. 

3.5. Одноместные примитивно рекурсивные функ- 
ции. Указанное в п. 2.2 основное определение примитивно 
рекурсивных функций имеет смысл лишь тогда, когда рас- 
сматриваются одновременно функции от любого числа аргу- 
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ментов. Однако довольно часто встречается положение, 
когда достаточно рассматривать лишь функции одной пере- 
менной. Поэтому естественно возникает вопрос: нельзя ли 
найти такое определение понятия примитивной рекурсив- 
ности одноместных функций, которое выражалось бы цели- 
ком в терминах теории одноместных функций? Доказывае- 
мая ниже теорема Робинсона дает положительный ответ 
на этот вопрос. Получается она надлежащим усилением 
теоремы | из предыдущего раздела. 

Рассмотрим следующие операции над одноместными час- 
тичными функциями: | 

ад Двуместная операция сложения 
одноместных частичных функций. Эта 
операция обозначается символом + и определяется фор- 
мулой 


фе OETI 


6) Двуместная операция композни- 
ции одноместных частичных функций. 
Эта операция обозначается далее символом * и определяется 
соотношением 


(F = g) (x) = F (e (œ). 


в) Одноместная операция итериро- 
вания одноместной частичной функ- 
ции. Эта операция далее обозначается символом J и опре- 
деляется следующим образом: говорят, что одноместная 
частичная функция f возникает операцией итерирования 
из одноместной частичной функции g (символически f = 
= Jg 07), если | 


Г (0) =0, 
Ги) =&(Г(п)). 


Конечно, операции -|, +, J легко выразить через преж- 
ние операции. Например, ясно, что 


[-8= 53(-, Г, 5), 
а=5°(Р 8), 
Jg=R (0, $? (Iz, g))- 
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Характерной особенностью новых операций служит то, что 
они выполнимы над одноместными функциями и дают 
в результате снова одноместные функции. 

Теорема (Робинсон 1[89]). Все одноместные 
примитивно рекурсивные функции и только они могут 
быть получены из функций $ (x) = 


2 Val конечным числом операций сложения, композиции 
и итерирования функций. 

Условимся временно называть одноместную функцию Î 
допустимой, если она может быть получена из функций S 
и q конечным числом операций -+, +, J. Нам надо доказать 
два утверждения: 

1) ece допустимые одноместные функции примитивно 
рекурсивны; 

2) все примитивно рекурсивные одноместные функции 
допустимы. 

Первое утверждение очевидно, так как исходные функ- 
ции $ и 4 примитивно рекурсивны, а операции сложения, 
композиции и итерирования, примененные к примитивно 
рекурсивным функциям, дают снова примитивно рекурсив- 
ные функции. Поэтому дело сводится к доказательству 
второго утверждения. ` 

Прежде всего распространим понятие допустимости 
и на многоместные функции, называя п-местную функцию 
f (xi, ..., Xn) (n>2) допустимой, если для любых одно- 
местных допустимых функций a, (1), ..., ав (É) одномест- 
ная функция f(a, (1), ..., On ()) является допустимой. 
А теперь вместо утверждения 2) будем доказывать более. 
общее утверждение: 

3) все (одноместные и многоместные) примитивно рекур- 
сивные функции допустимы. 

Доказательство разобьем на ряд вспомогательных утвер- 
ждений, из сопоставления которых и получится утвер- 
ждение 3). 


А) Суперпозиция и сумма допустимых функций (с любым 
числом аргументов) суть функции допустимые. 


В самом’ деле, пусть; мб: жа)... 
o in (Xi Жо). Допустимы. и 


Fitr e.. Хт) =8 (В! (х1, ...)у Ka); ...} fn (x1 e.e.) Хт)). 
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Тогда для любых допустимых функций ал Е. 
одноместная функция 


f (a; (1), <.. Am (1)) =g (Pı (1), Pa В» (1)), 
65 


В (t) = (64 (0, :.., (0) @=1...,п), 


будет допустимой, так как по условию функции g, h; допу- 
стимы. Но тогда допустима и функция f. Аналогично дока- 
зывается и допустимость суммы допустимых функций. 
B) Одноместные функции 0, It, sg, sg и многоместные 
функции Im, ах + by +c, где а, b, с — фиксированные 
натуральные числа, являются допустимыми. 
Допустимость функций ДЛ, 0, Sg, Sg вытекает из оче- 
видных соотношений 
1J 
J r 
$5 = (5*0), sgx=q(2+2sgx). 


Так как для допустимых функций а! (É), ..., а» (É) 
функция 


где 


ЕО 
допустимая, то т» допустима. Наконец, из формулы 
Е Е 


и допустимости суммы заключаем, что функция ах + by +c 
также допустимая. 
В) Функция x? допустимая. В силу B) функция 


|, если х— полный квадрат, 


sg q (x) = : 
69 (х) 0, если х — неполный квадрат, 


допустимая. С другой стороны, равенства 0° = 0 и 


2+1 = $2) 1, 


Ее 
p ()=t+2 [УЁ, 


показывают, что x? есть итерация функции p -+ 1. В свою 
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очередь, равенства ф (0) = 0 и 
Ф (1-1) =Ф(-+1+2 [ИЕ] -— [И 8) = 
=Ф(И-- 1--2554 (Ẹ (0 --4) 
показывают, что ф получается итерированием функции 
ф (и) =и--1-- 2354 (u+ 4). | 


Так как последняя функция допустимая, то допустимы 
функции фи x. z 
Г) Функции [х12], |V x], xy, x> у допустимые. Из 
А), B), В) следует, что функция q ((х и)? + 5x + Зу - 4) 
допустимая. Так как 
(x + y)? -+ 5x + 3y + 4 = (x+y +2) х—У, 
TO для X> Y имеем 
(x+y 2)" < tHy t2 +x y(x РУЗ) 
и, следовательно, 
q ((х-- у)" 5х + Зу- 4) =х-—у (x >y). 
Если же x< у, то из 
(РУ (ху 1-Е ху = 
= (ху 2) Е х—ф у (ху 2) 
вытекает, что 
(x +y t 5х + Зу-+ 4) = Зх--у- 3 (x <y). 
Вводя для q ((х +y} + 5х + Зу + 4) обозначение x - y, 
приходим к заключению, что функция х -- у, определяе- 
мая схемой 
х— и, если x> y, 
A a E a 
является допустимой. 
Согласно определению итерирования, имеем 
sg” (0) = 0, 
sg (1)=sg0=1, 
sg” (2)=sg 1=0, 
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то есть 
SeA 0, если x четное, 
УЕ 
sg x)=] | 
‚ если х нечетное. 
Рассмотрим функцию 


f (x) == x? + [х/?2]. 


Так как 
[(0)=0, [ИТР] = 
H 
sera == 567 д? == 357 NV FOT 
TO из 
Ге =t ( [> ]-[+])= 


а =F (f (x)). 
где 
F(t)=t+2 [И] 1+7 [УЕ], 


следует, что f получается итерированием функции F. 
Согласно В) функция £ +2 [|t] допустима. С другой 


стороны, 
[Vt] =t—q(t)=t=-q (t) 


и потому функция | t |* также допустима. Ho Torga допус- 
тима и функция F W9, а вместе с нею будут допустимы 
и функции 


(х) = х?- [4] [3] =f (x)= x. 
Наконец, из допустимости функций | | и Ф(И=Е- 


+ 2 [t] вытекает допустимость функций 


2 [ИН =е®--ь [ИН =[2 9] 


нь 
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Остается доказать допустимость функции >. Для этого 
заметим сначала, что 


(x= y) +y) =x 


и, значит, функция 
P(x, у) = KOMETEN 


допустимая. Но тогда допустима и функция 
х—у=(х--у)В(х, y). 

Iy Ceru ми п Жи а — 00 - 
стимые функции, то функция f, возникающая u3 g и h npu- 
митивной рекурсией: 

с М бо. ah 
тео), 
также допустимая. 

Согласно теореме | предыдущего раздела функция f 
может быть получена из функций g, h, c, l, r, O, S, Im 
подстановками и рекурсией вида 

p(x, 0) =х, p(x, y-+1)=0 (p(x, y)), (1) 
где Ф (2) — подходящая суперпозиция функций g, h, 0, S, 
Im, с, l, r. Из ранее доказанного следует, что функции C, L, 


г, 0, $, Im допустимые и что суперпозиция допустимых 

функций допустимая. Поэтому нам достаточно показать, 

что если функция Ф (2) допустимая, то функция ф (x, y), 

связанная с Ф рекурсией (1), также допустимая. 
Рассмотрим вспомогательные функции 


о(х) =а (IV x]); w(x, у) = (хуи х. = (2) 
Из неравенств 
(+y у < (уу < (ху 1), 
(x +y} < OE (EFUFE 
вытекает, что 
q (w (x, у)) =x, о (w(x, у)) = (3) 


-|5 если х>и, 
2x +2y +3, если х<у, 


‚ если 4 i, 
0, если х< у, 
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Покажем, что если для некоторого х окажется q (x -+ 
1.09 то 

q(x+1)=q4(x)+1, v(x+1)=v (x). (4) 

В самом деле, условие 4 (x+ 1) + 0 означает, uros 1. 

не есть полный квадрат. Но тогда расстояние от ближай- 

шего меньшего полного квадрата до x+ 1 на 1 больше pac- 


стояния от этого квадрата до x, то есть а (x+ 1) = q @- 
+ 1. С другой стороны, так как x -- 1 не есть полный 
квадрат, то [И x+1]= [V x] и потому о (x+ | = v (x). 

Теперь мы вместо функции ọ (x, y), определяемой 
рекурсией (1), введем функцию 


9 (x) =Ф(9(х), 4 (х)). 
Из соотношений (3) получаем 
9 (w (y, x))=Ẹ (x, y). 
Таким образом, функция ф (x, И) заведомо допустимая, 
если допустима функция O (x). Посмотрим, какой рекур- 
сивной схеме удовлетворяет 0 (x). Формулы (Г), (2) 
дают 0 (0)=0. 
Далее, если а (x + 1) #0, то в силу (4) имеем 
9 (х-+ 1) =Фф(5(х), ах =Ф (0 (5)). 
Если же q(x +1) = 0, то 
9 (x+1)=ọ(v(x+ 1), 0) =э(х- 1). 
Поэтому для любых значений х имеем 
0(х-- 1) =Ф(6 (х)) sg (q (x+ 1)) Но (x+ 1)sg (а (x+ 1). 


Итак, вводя допустимую функцию 


9 (x, г) =Ф (z) sg (q (x+ 1)) Но (x+ 1) 38 (q (x+ 1), 
мы можем рекурсивную схему для 0 (x) представить в виде 
9(0)=0, 0(%х-1)=0 (x; 0 (х)). (5) 
Согласно частному случаю теоремы 1 (п. 3.4) функция 
9 (x), удовлетворяющая схеме (5), может быть получена 


из допустимых функций ©, с, l, r, O, S, Im подстановка- 
ми H итерированием подходящей суперпозиции функций 
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9, с, L, r, 0, S, Im. Таким образом, функция 0 (x) допус- 
тимая и утверждение Д) доказано. 

Из утверждений А), B), Д) непосредственно вытекает, 
что все примитивно рекурсивные функции допустимые. 
_ В самом деле, каждая примитивно рекурсивная функция 


может быть получена из простейших функций O, $, Im 
конечным числом операций подстановки и примитивной ре- 
курсии. Согласно Б) простейшие функции допустимы. Со- 
гласно А), Д) подстановки и примитивные рекурсии допусти- 
мых функций суть функции допустимые. Поэтому все прими- 
тивно рекурсивные функции допустимы и теорема доказана. 

Теорема Робинсона может быть изящно сформулирована 
на языке теории алгебр. Обозначим через $1 и $... г COBO- 
купность всех одноместных частичных функций и соответ- 
ственно совокупность всех одноместных примитивно рекур- 
сивных функций. Алгебры 


= yt; FG *, J), 
Ppr: r= (Shr. Е. #, 4) 


называются алгебрами Робинсона. Теорема Робинсона озна- 
чает, что совокупность Shr, г порождается функциями S, q 
‘с помощью операций +, *, J, или, что то же самое, что 
подалгебра r,r порождается в P элементами $ и q.. 

Теорема Робинсона была сформулирована» и доказана 
выше лишь для примитивно рекурсивных функций. Однако 
верна и более общая аналогичная теорема о функциях, 
примитивно рекурсивных относительно какой-нибудь фик- 
сированной системы частичных функций. 

Обобщенная теорема Робинсона. Те 
и только те частичные одноместные функции примитивно 
рекурсивны относительно произвольно заданной системы © 
одноместных частичных функций, которые можно полу- 
чить из функций системы $ и функций $, Q конечным числом 
операций +, +, J. 

Доказательство, изложенное выше для теоремы Робин- 
сона, остается верным и для обобщенной теоремы Робин- 
сона, если в нем всюду слово функция заменить словами 
частичная функция, а слова примитивно рекурсивная 
заменить словами примитивно рекурсивная относительно ©. 
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На языке теории алгебр обобщенную теорему Робин- 
сона можно, очевидно, сформулировать следующим обра- 
зом: совокупность всех одноместных частичных функций, 
примитивно рекурсивных относительно системы одномест- 
ных частичных функций ©, является совокупностью, поро- 
жденной системой © и функциями $, q с помощью опера- 


ций +, 


Дополнения, примеры и задачи 


1. Доказать примитивную рекурсивность следующих функций: 
а) функции © (п), равной сумме всех делителей натурального чис- 
ла п; 6) функции Эйлера ф (п), равной числу натуральных чисел, 
не превосходящих п и взаимно простых с п. 

2. Доказать, что абсолютная величина многочлена от х с целы- 
ми коэффициентами есть примитивно рекурсивная функция от х. 

3. Пусть У 2=а, 4442... ...-— разложение числа v3 
в бесконечную десятичную дробь. Показать, что Ap есть примитивно 
рекурсивная функция от п. 


4. Показать, что [x У 2], [е*] суть примитивно рекурсивные 
функции от х. 

5. Показать, что функции fi, fo, определяемые посредством 
совместной рекурсии вида Ты 


[1 (0) = 1, fa (0) = a2, 
fi (x+ 1)=khi (x, Г (х), Г (х)), [2 => (x, fi (x), Р (^)) 


с помощью заданных функций h4, ho, являются примитивно рекур-- 
сивными относительно #4, Йо. Определить понятие совместной 
возвратной рекурсии и доказать аналогичное утверждение для нее. 

6. Располагаем все пары ЕР чисел в следующем 
порядке: 


(0, 0); (0, 1), (1, 0), (1, 1); (0, 2), (2, 0), (1, 2), (2, 1), (2, 2); ... 


Доказать, что номер С (x, y) = г пары (x, и} в этой последователь- 
ности и соответствующие функции х = L (2), у = R (2) примитивно 
рекурсивные. 

7. Обозначим через %2? совокупность всех частичных функций 
двух переменных. На %2 определяем операции +, +, J посредством 
формул: 
| (F8) (x, )=Р(х, y) +8 (x, y), 

(f * g) (x, y)=f (x, g (x, y)), 


ОР eaa O: 


Доказать следующий аналог теоремы Робинсона: двуместная 
функция | тогда и только тогда примитивно рекурсивна относи- 
тельно произвольной системы двуместных частичных функций ©, 


6 д. и. Мальцев 
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когда f может быть получена конечным числом операций +, *, J 
из функций системы © и функций /%, 13, $ (13), а (13). 
8. Согласно теореме Робинсона алгебра %$pr. г= (бух. ка 


‚ J) порождается парой функций 5, q. Показать, что алгебра Врг. r 
я и парой функций $, L (также парой s, r), где L, a 
канторовы функции из п. 3.3 (см. Р. Робинсон [89]. 

9. Вводим бинарную операцию V над одноместными функциями, 
полагая по определению (fvg) (х)=е[ (x), g (х)). 


Показать, что алгебра (г. м) порождается парой 
функций $5, [ (и парой г, T Е. Робинсон [89]). 
10. Алгебра h r; +, J) порождается парой IOANA 


функций и не Аида никакой одной функцией из рт. r 
(IO. Робинсон [87]. 


$ 4. РЕКУРСИВНО ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ 
МНОЖЕСТВА 


До сих пор понятия примитивной рекурсивности, 
общей и частичной рекурсивности были определены лишь 
для функций. Теперь эти понятия будут перенесены на под- 
множества натуральных чисел, а также на множества 
некоторых других объектов. В данном параграфе изучаются 
лишь простейшие свойства этих новых понятий. Более тон- 
кие свойства будут изучаться в последующих разделах 
параллельно с изучением свойств функций. 

4.1. Рекурсивные и примитивно рекурсивные мно- 
`жества. Подмножество А множества всех натуральных 
чисел М называется рекурсивным (примитивно рекурсивным), 
если характеристическая функция множества А частично 
рекурсивна (соответственно примитивно рекурсивна). 

‚ Так как все примитивно рекурсивные функции частично 
рекурсивны, то каждое примитивно рекурсивное множество 
рекурсивно. Обратное неверно: в п. 5.2 будет построены 
рекурсивные множества, не являющиеся примитивно рекур- 
СИВНЫМИ. 

С точки зрения теории алгоритмов из двух введенных 
понятий — рекурсивного множества и примитивно рекур- 
сивного множества — основным следует считать первое 
благодаря следующему обстоятельству. 

Проблемой вхождения для числового множества А назы- 
вается задача отыскания алгоритма, который по стандарт- 
ной записи (например, десятичной) произвольного нату- 
рального числа а позволяет узнать, входит число ав А 
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или нет, то есть. позволяет вычислять значения характе- 
ристической функции множества А. В силу тезиса Чёрча 
существование такого алгоритма равносильно рекурсив- 
ности характеристической функции. Поэтому можно ска- 
зать, что рекурсивные множества — это множества с алго- 
ритмически разрешимой проблемой вхождения. 

Выведем теперь несколько основных свойств рекурсив- 
ных и примитивно рекурсивных множеств. | 

Характеристическими функциями пустого множества © 
и множества всех натуральных чисел N являются постоян- 
ные одноместные функции Ти 0. Эти функции примитивно 
рекурсивные. Поэтому множества Ø и М также примитивно 
рекурсивные. 

Характеристической ве для конечного множества 
Нисел Ча, го а} (ма... а; служит при 
митивно рекурсивная функция 


sg (|x — a |-|х — аз"... -|x —an |). 


Поэтому каждое конечное множество натуральных чисел 
примитивно рекурсивно. 

В п. 3.2 показано, что характеристические функции 
свойств «быть четным числом», «быть простым числом», 
«быть точным квадратом» примитивно рекурсивные. Поэтому 
примитивно рекурсивными являются и множества всех чет- 
ных чисел, всех простых чисел, всех точных квадратов. 
Аналогичным путем легко убедиться, что примитивно рекур- 
сивными будут совокупность степеней a, at, a, ... mpo- 
извольного числа а и многие другие часто встречающиеся 
совокупности чисел. 

Теорема 1. Дополнение рекурсивного (примитивно 
рекурсивного) множества, а также объединение u пересе- 
чение любой конечной системы рекурсивных (примитивно 
рекурсивных) множеств суть множества рекурсивные 
(примитивно рекурсивные). | 

В самом деле, пусть fi (х),..., р (x)— характеристи- 
ческие функции множеств Åi, ..., А». Тогда функции 


[(х)=зЕЙ (х), 
g(x) =Р(х).... (Хх), 
h (x)= sg (fi (x) Е... + fn (%)) 
6* 


84 РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ M ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА [ГЛ. И 


будут характеристическими соответственно для дополне- 
ния множества 4., объединения и пересечения множеств 
А, ..., An Если fi (х),..., р» (x) частично рекурсивны 
или соответственно примитивно рекурсивны, то такими же 
будут и функции f(x), g (x), A (x). 

Теорема 2. Если всюду определенная функция f (x) 
частично рекурсивная (примитивно рекурсивная), то мно- 
жество А решений уравнения 


Г(х) =0 
рекурсивно (Тримитивно рекурсивно). 

Действительно, характеристической функцией для мно- 
жества А служит функция sg f (x), рекурсивная или при- 
митивно рекурсивная вместе с функцией f(x). 

Совокупность всех значений, принимаемых некоторой 
примитивно рекурсивной функцией, в общем случае не будет 
ни примитивно рекурсивным, ни даже рекурсивным множе- 
ством. Эти совокупности будут изучены ниже под именем 
рекурсивно перечислимых множеств. Однако существует 
ряд простых признаков для того, чтобы совокупность зна- 
чений примитивно рекурсивной (рекурсивной) функции была 
примитивно рекурсивной (рекурсивной). Один из них ука- 
зывает 

Теорема 3. Если примитивно рекурсивная (обще- 
рекурсивная) функция f (x) удовлетворяет условию 


о. 


в частности, если f (x) монотонно возрастает, то совокуп- 
ность М всех значений этой функции есть множество при- 
митивно рекурсивное (рекурсивное). 

В самом деле, из неравенства f (у) > у следует, что 
функция 


xX 


e= U sgl (у 


является характеристической для М. 

4.2. Рекурсивно перечислимые множества. Эти 
множества играют фундаментальную роль в теории рекур- 
сивных функций. Существует несколько равносильных 
определений указанных множеств. В качестве исходного 
мы возьмем следующее определение. 
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Множество чисел А называется рекурсивно перечислимым, 
если существует двуместная примитивно рекурсивная функ- 
ция f (а, x) такая, что уравнение f (а, x) = 0 имеет peue- 
ние x тогда и только тогда, когда аЕА. 

Далее (п. 6.1) будет показано, что в этом определении, 
на самом деле, в качестве функции f(a, x) можно брать 
‚ произвольную частично рекурсивную функцию. Однако 
этот результат будет получен нами лишь в результате 
длинной цепочки теорем. А пока мы, строго придерживаясь 
указанного определения, выведем из него ряд следствий. 

Следствие 1. Каждое примитивно рекурсивное 
множество рекурсивно перечислимо. | 

Согласно определению характеристическая функция ] (х) 
произвольного примитивно рекурсивного множества А 
является примитивно рекурсивной. Но тогда примитивно 
рекурсивное уравнение 


Г(а)+х=0. 
имеет решение x тогда и только тогда, когда а А. 
Следствие 2. Пусть Е (а, м, ..., Xn) — прими- 
тивно рекурсивная функция от переменных а, Xi, ..., Xn- 


Множество тех значений параметра а, для которых урав- 
нение | 
Ра 0 (1) 


имеет хотя бы одно рещение Xi, ..., Xn, является рекур- 
сивно перечислимым. 
Действительно, введем примитивно рекурсивную функцию 


аи) = Расы вы, 
где с;;(х) — функции Кантора из п. 3.3. Так как 
Г (а, С (х1, e.e. Se =F ta; Kis ...) Xah 


то совокупность значений параметра а, для которых разре- 
шимо уравнение f (а, х) =0, совпадает с аналогичной COBO- 
купностью для уравнения (1) и потому эта последняя сово- 
купность рекурсивно перечислима. 

Теорема 1. Непустое множество А тогда и только 
тогда рекурсивно перечислимо, когда оно совпадает с сово- 
купностью всех значений некоторой примитивно рекурсивной 


функции. 
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Пусть f (x) — примитивно рекурсивная функция, А — 
множество всех ее значений. Левая часть уравнения 


If (х)—а|=0 


примитивно рекурсивна и это уравнение имеет решение х 
тогда и только тогда, когда а E'A. Следовательно, А рекур- 
сивно перечислимо. 

Обратно, пусть множество А непустое и рекурсивно пере- 
числимое. Согласно определению это значит, что А есть 
совокупность тех значений параметра а, при которых раз- 
решимо уравнение вида F(a, х) =0, где F (а, х) — подхо- 
дящая примитивно рекурсивная функция. рии при- 
митивно рекурсивную функцию 


F =LA ЗЕЕ (UH, г (0) 6-5 ЕСИ, г (0), (2) 


где 1 (1), г (Г) — функции Кантора из п. 3.3, а В — какое- 
нибудь число из А. Покажем, что А совпадает с совокуп- 
ностью всех значений функции | (1. 

= В самом деле, если при некотором Ё 


F (L(t), r (f) =0, (3) 
то [ (Е) € A, а из (2) имеем 
ее [()=ЦОЕА. 
Если же (3) неверно, то из (2) получаем 
т@=о0ЕА. 


Таким образом, все значения функции [ (£) входят в А. 

Пусть теперь а Е А и, значит, F (а, x)= 0 для подхо- 
дящего x. Полагая t == с (а, x) и принимая во внимание, 
что [(с (а, х)) = а, получим из (2) f (t) =а. Следовательно, 
А совпадает с совокупностью значений функции f (t) и Teo- 
рема | доказана. 

Указанное в этой теореме свойство рекурсивно перечис- 
лимых множеств иногда принимается за определение этих 
множеств. 

Теорема 2. Сумма и пересечение конечного числа 
рекурсивно перечислимых множеств являются рекурсивно 
перечислимыми множествами. 


$ 4] РЕКУРСИВНО ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВЛ 87 


Пусть А; — множество тех значений параметра а, для 
которых существует решение х уравнения 
fi (a, х) =0 (i=1,... n), 


где fi — некоторая примитивно рекурсивная функция. 
Тогда совокупностью значений параметра а, при которых 


разрешимо относительно х!,..., Xn уравнение 

| (а, х!)....-ЁЬ (@, Xn) =0 (4) 
или соответственно уравнение 

fı (а, x1) |... + fn (а, Xn) =0, (5) 


будет объединение или соответственно пересечение MHO- 
жеств А;. Так как левые части уравнений (4), (5) прими- 
тивно рекурсивны, то согласно следствию 2 объединение 
и пересечение множеств А; рекурсивно перечислимы. 

По аналогии со свойствами рекурсивных множеств 
можно было бы предположить, что дополнение рекурсивно 
перечислимого множества есть рекурсивно перечислимое 
множество. Однако это неверно. В п. 6.3 будут построены 
рекурсивно перечислимые множества, дополнения которых 
не являются рекурсивно перечислимыми. Более TOTO,- 
именно этот случай следует считать типичным, так как 
справедлива 

Теорема 3. (Пост). Если какое-нибудь множество А 
рекурсивно перечислимо и его дополнение А’ также рекур- 
сивно перечислимо, то множества А и А” рекурсивны. — 

Пусть множества А и А’ являются совокупностями 
тех значений параметра а, для которых разрешимы урав- 
нение f (а, x) = 0 и соответственно уравнение g (а, x) == 0, 
` где], © — примитивно рекурсивные функции. Так как для 

любого а одно из указанных уравнений заведомо разре- 
шимо, то функция 


h (a) = ux (Г (а, x) g (а, х) =0) ое. 


всюду определенная и, следовательно, общерекурсивная.. 
Поэтому функция 


Е (а) = sg [(а, h (а)) 
также общерекурсивная. Из формулы (6) видно, что 


Е (а) — характеристическая функция для А, и потому 
Аи А' рекурсивны. | | 
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В дополнение к теореме 1 докажем еще, что совокуп- 
ность значений, принимаемых произвольной многомест- 
ной примитивно рекурсивной функцией Е (м, ..., Xn), 
является рекурсивно перечислимым множеством. 

Рассмотрим одноместную функцию 


f (x) =F (Спа (x), -- -, Cnn (Х)). (7) 


Эта функция примитивно рекурсивна. В силу (7) и coor- 
ношения | | 


FO Е Е 


совокупность значений функции f совпадает с совокупно- 
стью всех значений функции F и потому эта совокупность 
рекурсивно перечислимая. 

4.3. Порожденные множества. Напомним неко- 
торые понятия из п. 1.3. Пусть М — произвольное множе- 
ство каких-то элементов. Каждая (частичная) функция 
Е (хи, ..., Xn), определенная на М, со значениями, при- 
надлежащими тому же множеству М, называется (частич- 
ной) операцией на М. Подмножество А множества М назы- 
вается замкнутым относительно частичной операции F, 


если для каждых значений X1, ..., Xn, взятых из области 
определенности F и принадлежащих А, значение 
Е (Xi, ..., Xn) также принадлежит А. 


Предположим, что в множестве М, снабженном неко- 
торой системой операций F;, выделена какая-то совокуп- 
ность У его элементов. Совокупность V°, являющаяся 
пересечением всех подмножеств множества М, замкнутых 
относительно операций F; и содержащих V, называется 
совокупностью, порожденной системой У при помощи. 
операций Р.. В п. 1.3 было показано, что V° состоит из тех 
и только тех элементов М, которые являются. значениями 
термов, записываемых при помощи символов заданных 
операций Г; и символов элементов системы У. 

Для дальнейшего будет важен случай, когда множество 
М есть совокупность всех натуральных чисел, а операции 
Fi являются примитивно рекурсивными функциями. 

Теорема 1. Множество натуральных чисел У7, 
порожденчое рекурсивно перечислимой совокупностью У 
с помощью конечной системы примитивно рекурсивных 
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функций Е; (м, ..., Xm;) (=1, ..., s), является рекур- 


сивно перечислимым. 
_ Обозначим через о (x) примитивно рекурсивную функ- 
цию, множество значений которой совпадает с У. Согласно 
сказанному порожденное множество У? состоит из значе- 
ний термов (Q, ..., Am), записываемых с помощью 
функциональных знаков F; и произвольных чисел Q1, 
.., ат ИЗ V. Так как У состоит из значений функции v (x), 
то V? состоит из значений термов вида 4(о (bi), ... 
.. U(bm)), где bi, ..., Om — произвольные натураль- 
ные числа. Термы последнего вида условимся’ называть 
о-термами. 


Все э-термы мы теперь перенумеруем. Номером терма 
о (b) назовем число 3’. Далее нумеруем индуктивно, BOC- 
ходя от более коротких термов к более длинным. Пусть ` 


термы 4%, ..., ви, уже получили номера с1,..., Oing 
Тогда номером терма Fi (41, .. . Am;) будем называть 
число 2'ри...р.ть, где символы ро, ра, P2, ... обозна- 

| 


чают последовательные простые числа 2, 3, 5, ... 

Самые короткие у-термы — это термы вида о (b). Их 
номера, как сказано, равны степеням числа 3. Номера 
остальных у-термов четные. Таким образом, не каждое 
натуральное число есть номер какого-то терма, но если 
натуральное число есть номер какого-нибудь о-терма, 
то этот терм однозначно восстанавливается путем разложе- 
ний чисел на простые множители. . 

Мы хотим теперь построить вспомогательную функцию 
f (x) таким образом, чтобы f (п) было значением э-терма 
с номером п, если п является номером терма. С этой целью 
полагаем по определению [ (0) = v (0) и далее 


ii (| (ех (1, n- 1)), А f (ex (M, n= 1))), 
если ех (0, n+ 1) =1, 
Еее. Чен, и). № 
| ‚ если ех (0, п 1)=5, 
( о(ех (1, n+ 1)) для остальных п. 


f(n+ 1 
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Здесь ex (i, п -+ 1) — показатель высшей степени числа Pi, 
на которую делится п + 1 (см. п. 3.2). 

Согласно п. 3.1 указанное определение функции f(x) 
можно представить в следующей форме: 


f (0)=v (0), (2) 
f(n+1)=G (n, f (ex (1, n+ 1), ..., (ex(t, n+ 1))), 
где # = шах {1т.,..., ihi 


G (n, xn -., x)=0 (ex (1, n+ 1))sg [| lex (0, n+1)—i|+ 
955} 


ЧУН (хи, ...) Xm) sgl ех (0, вы 


tå 


_ Так как функции ex (i, n +1) удовлетворяют соотноше- 
НИЯМ 


ех (1, n+1)<n 


то равенства (2) представляют собой схему возвратной 
рекурсии, описанную в п. 3.2. Исходные функции 
ex (i, n+ 1 иС (1, ди, ..., Xi) примитивно рекурсивны. 
Поэтому и функция f (x) также примитивно рекурсивна. 

Покажем, что | (п) равно значению v-mepma с номером 
п, если п — вообще номер какого-то э-терма, и что f(n) 
равно значению подходящего о-терма для любого п. 

Для п = 0, l это заведомо верно, так как из (1) Видно, 
что | (0) =f {= = (0). 

Пусть доказываемое утверждение истинно для каж- 
дого n, меньшего некоторого числа а + 1. Рассмотрим 
f (a+ 1). Могут представиться лишь следующие три случая. 

а) Число а 4-1 есть номер э-терма вида Р; (и, ... 

t3 Ami): 

Согласно принятой нумерации термов имеем 

а-Е1 = 2“. рае... S 
ГДЕ. Ae: Am, o Mepa TEPMOB 4i; E> o Amg: 3 (1) 
находим 


f(a В l) = Fi (f (а), ceg f (dm;))- 
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Так как а;<а, то по предположению ï (а;) равно значе- 
нию терма 4; и, следовательно, | 


F (a+ 1)= Fi (вн, ---, ami). 


Иначе говоря, в рассматриваемом случае f(a + 1) равно 
значению Ема с номером а + 1. 

6) Число а + 1 есть номер терма вида о (с) и потому 
а +1 = 53°. Из (1) находим 


f (a+ 1)=7v (c0), 


то есть снова к: что f(a + 1) равно значению 
о-терма с номером а + 1 
в) Число а -+ 1 не есть номер никакого э-терма. Пусть 


ex (i, a+ 1)=а; рак 
По (1) получаем, что либо для некоторого # (I<&<i<s) 
f (a+ 1) = Fi (f (a1), ..., f (am;)), (3) 


либо же 


f (a+ 1)=0 (a). (4) 


Так как а;<а, то f (aj) равно значению какого-то 
о-терма 4; (не обязательно с номером а;). Но тогда в слу- 
чае (3) f(a +1) равно значению о-терма F; (41, 

~» т), а в случае (4) f (а + 1) равно значению о-тер- 
ма о (а). 

Итак, все условия индукции выполнены и утверждение 
можно считать доказанным. Из него вытекает, что поро- 
жденное множество У? совпадает с совокупностью всех 
значений функции f (п). Так как эта функция примитивно 
рекурсивная, то множество У? рекурсивно перечислимо, 
что и требовалось. 

4.4. Множества -0k натуральных чисел. Hapa- 
ду с множествами натуральных чисел обычно приходится 
рассматривать множества пар, троек и вообще п-ок нату- 
ральных чисел. Поэтому понятия и результаты предше- 
ствующих разделов мы распространим теперь на совокуп- 
ности И-ок чисел. 

Фиксируем некоторое п> 2. Через №" обозначим COBO- 
купность всех п-ок натуральных чисел. В п. 3.3 каждой 
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п-ке натуральных чисел (х,..., Xn) был поставлен 
в соответствие ее канторовский номер с (X1, ..., Xn), при- 
чем было показано, что это соответствие между N” и N 
взаимно однозначное. Ставя в соответствие каждому мно- 
жеству А п-ок чисел множество с (А) номеров п-ок из А, 
мы распространяем канторовское соответствие между N” 
и N до взаимно однозначного канторовского соответствия 
между множествами ‘чисел и множествами п-ок чисел. 
Отсюда возникает естественное 

Определение. Множество А п-ок натуральных 
чисел называется примитивно рекурсивным, рекурсивным 
или рекурсивно перечислимым, если таковым является MHO- 
жество с (А) номеров всех п-ок из А. 

Так как объединению и пересечению множеств MN-OK 
отвечают объединение и пересечение совокупностей номеров 
этих N-OK, то из теорем п. 4.1 и п. 4.2 непосредственно 
получаем 

Следствие 1. Объединение и пересечение конечного 
числа рекурсивно перечислимых (рекурсивных, примитивно 
рекурсивных) множеств п-ок натуральных чисел являются 
рекурсивно перечислимыми (рекурсивными, примитивно 
рекурсивными) множествами. 

Дополнение рекурсивного (примитивно рекурсивного) мно- 
жества п-ок есть рекурсивное (примитивно рекурсивное) 
множество. 

Если дополнение А’ рекурсивно перечислимого множества 
п-ок А рекурсивно перечислимо, то А и А’ — рекурсивные 
множества. 

Характеристической функцией множества А п-ок нату- 
ральных чисел называется И-местная функция f(x, 

o п), равная 0 для N-OK (X1, ..., Xn), входящих в А, 
и равная 1 для N-OK, не входящих в А. Если с (А) — мно- 
жество номеров всех N-OK из А и g (х) — характеристиче- 
ская функция множества с (А), то из соотношений 


8 (х) = | (Сил (х), .. -3 Cnn (х)), 
g (с (x1, ...) ЕЕ e.. Ап) 


(см. п. 3.3) и примитивной рекурсивности канторовских 
функций C, Cni следует, что множество п-ок тогда и только 
тогда рекурсивно (примитивно рекурсивно), когда частично 
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рекурсивна (примитивно рекурсивна) его характеристиче- 
ская функция. 

Аналогичным образом доказывается и 

Теорема l. Если всюду определенная функция 


Е (x1, ..., Xn) частично рекурсивна (примитивно рекурсив- 
на), то совокупность п-ок (X1, ..., Xn), удовлетворяющих 
уравнению 

F (X1; . о -, Xn) =0, 


является рекурсивным (примитивно рекурсивным) множе- 
ством. 


Если функция Е (Xu ..., Хх, Ш, .... Ут) примитивно 
рекурсивна, то совокупность А тех п-ок (и, ..., а), для 
которых уравнение 

Fian aai anitir са Ym =O (1) 
имеет хотя бы одно решение (Yi, . . ., Ym), является рекур- 


сивно перечислимым множеством. 
Первое утверждение очевидно (см. п. 4.1). Для доказа- 
тельства второго утверждения вводим функцию 


f (a, у) = F (Сил (а), -.., Cnn (A), Cmi (Y); -- > Cmm (Y)). 


Эта функция примитивно рекурсивна. Уравнение (1) раз- 
решимо при заданных Q1, ..., а, тогда и только тогда, 
когда разрешимо относительно у уравнение 


f (a, у) =0, y 


где а есть номер MN-KH (Qi, .. ., An). Но совокупность 3Ha- 
чений параметра а, для которых разрешимо уравнение (2), 
является рекурсивно перечислимым множеством. Поэтому 
рекурсивно перечислима и совокупность А. 

Теорема 2. Для того чтобы непустая совокупность 
п-ок была рекурсивно перечислимой, необходимо и доста- 
точно, чтобы она была совокупностью ‘всех п-ок вида 


ohars hih eshak (3) 
где fi (x), .. . fa (xX) — подходящие примитивно рекурсив- 
ные функции. 

В самом деле, если функции | (х), ..., р (x) прими- 


тивно рекурсивны, то совокупность номеров всех П-ок 
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вида (3) совпадает с совокупностью всех значений прими- 
тивно рекурсивной функции 


f (x) =c (fi (x), ..., În (х)) 


и потому совокупность M-OK вида (3) рекурсивно nepe- 
числима. 

Обратно, пусть с (А) — множество номеров п-ок рекур- 
сивно перечислимой непустой совокупности. Согласно тео- 
peme 1 из п. 4.2 с (А) есть совокупность значений некоторой 
примитивно рекурсивной функции f (x). Но в таком случае 
А состоит из П-ок вида 


(Cna (F (х)), -+ -3 Can ([(х))), 


что и требовалось. 


Графиком функции F (X1, ..., Xn) называется совокуп- 
nocte (m -- Ю-ок. вида с, Хх, @ к м) те 
значение F (x4, ..., Xn) должно быть определенным. 


Отсюда следует, что если функция F всюду определенная, 
то характеристической функцией ее графика будет функция 


sg | Хп+1— F (x1, ...у хп) | 


и, значит, графики примитивно рекурсивных и общерекур- 
сивных функций являются соответственно множествами 
примитивно рекурсивными и общерекурсивными. 

Легко построить пример не всюду определенной функ- 
ции, график которой примитивно рекурсивен. Более того, 
возможно построить и всюду определенную не примитивно 
рекурсивную функцию, график которой примитивно рекур- 
сивен. Это довольно тонкое построение будет выполнено 
в п. 6.4, а сейчас мы докажем лишь следующее довольно 
очевидное утверждение: 

Теорема 3. Если график М всюду определенной 
_ функции Е (x4, ..., Xn) рекурсивно перечислим, то функ- 
ция Е общерекурсивна. | 
° Согласно теореме 2 совокупность М состоит из (п -+ 1)-ок 


вида (fi (t), де. 63 fr (1), fti (£)), где fi; Era 9 fasi = i E 
ходящие примитивно рекурсивные функции. Функция F 
всюду определенная. Поэтому для любых ли, ..., Xn 
уравнение 


жж (О... (0 |=0 
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имеет хотя бы одно решение №, причем для каждого решения 


t этого уравнения имеем F (к, а ры GO 
вательно, 

Рин) = Бабы AE o а -Ь Е) 
и, значит, функция F (x1, .. ., Xn) общерекурсивная.: 


В заключение мы хотим сформулировать для N-OK 
натуральных чисел еще теорему о порожденных множествах. 
Согласно п. 1.2 т-местной операцией (частичной) на 
множестве всех N-OK № называется отображение, которое 


последовательностям MN-OK (ti, ...,#и) ставит в соот- 
ветствие определенные и-ки Y = F (fi, ..., £m) Если 
ВЕ А ЛЬ Е. 

то каждая координата у; п-ки 9 = оо но OVET 
функцией от координат N-OK #1, ..., №: 

Е Но а а. от 
Обратно, задавая произвольно функции fi, мы сможем 
по п-кам #1, ..., Ëm найти N-KY 9 и тем самым восстано- 


вить операцию F. Если операция F частичная, то KOOD- 
динатные функции f; также частичные и наоборот. 

Помимо координатных функций f; с операцией F мы 
свяжем еще одну функцию f, которая будет называться 
представляющей функцией для Е. Определяется она сле- 
дующим образом. 


Пусть даны некоторые числа Q4, .. ., ат. Берем п-ки 

у сы, Ва ВОМеров ба аа, то 9 ПИ 
£i = (Спа (Ai), -- -> Cnn (а), 

и вычисляем номер а п-ки F (fi, ..., fm). Далее по 
определению полагаем f (ai, ..., аи) = а. Обратно, если 
известна функция [ (ai, ..., Am), то очевидным путем 
восстанавливается и операция F (fi, ..., m), предста- 
вляемая функцией f (а, ..., а»). 

Определение. Операция F (fi, ..., m), задан- 


ная на множестве № всех п-ок натуральных чисел, назы- 

вается частично рекурсивной, общерекурсивной или прими- 

тивно рекурсивной, если таковой является функция 
(а, ..., ат), представляющая операцию F. 


96 РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ И ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА[ ГЛ. 


Сравнивая определения представляющей и координат- 
ных функций, непосредственно получаем 
Следствие. Для того чтобы операция Е (51, 

.., Xm), Определенная на №, была частично рекурсивной, 
общерекурсивной или примитивно рекурсивной, необходимо 
и достаточно, чтобы таковыми были все координатные 
функции (4) операции F. 

Например, рассматривая целые комплексные числа 
Xı -+ 1х2 как пары натуральных чисел (X1, X2), видим, что 
операция сложения этих чисел является примитивно 
рекурсивной. - 

Аналогично, пусть заданы какие-либо примитивно 
рекурсивные функции 


Я te Yn Yh ВО, t Up ti ish 23,4). 
Тогда двучленная операция F (¢, y), определенная на № 
условиями 


(Ил (жи... 42), № (жи +... )), 
если g (xı, вые и) =0, 

Eto San o WDE Teh, (ee s d) ЩО, пы) 
для остальных Xis ..., Yo, 


будет примитивно рекурсивной. 

В самом деле, указанные условия означают, что коор- 
динатные функции fi, fo для операции F задаются таб- 
лицами 


й: (Х1, Хэ, Yn 12), 


7 В если & (хи, ..., 2) =0, 
1 (1, X2, Ул, Y2 В (жи, хо Иа, 12) 
для остальных Xi, ..., Y2, 


hs (X1, Хо, Ул, Y2), 
если g (хи, Xə, У! 2) = 0, 


И: (хи, Xas Y1, у) 
для остальных ху, Хо, Yis Y2, 


f2 (1, X2, Ут, Y2) = 


показывающими (см. п. 3.1), что эти координатные функ- 
ции, а вместе сними и операция F, являются примитивно 
рекурсивными. 
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Теорема (п. 4.3) о порожденных множествах чисел легко 
переносится без изменений и на множества п-ок чисел. 

Теорема 4. Пусть на множестве М всех п-ок. 
натуральных чисел задано конечное число примитивно 
рекурсивных операций Е; (1, ..., т) (=1,..., 3) 
и пусть задано некоторое рекурсивно перечислимое множе- 
ство У п-ок из №. Тогда совокупность V° п-ок, порожденная 
элементами У с помощью операций Е;, является также 
рекурсивно перечислимой. 

Пусть с (V), с (У?) - совокупности канторовских HOME- 
ров всех N-OK из У и соответственно из V°. Обозначим через 
fi (м, ... Хт) Функцию, представляющую операцию 
Ру.) Тр = Остается. лишь y6- 
диться, что множество чисел с (V°) порождается множест- 
вом с (У) с помощью операций fi, ..., fs, так как тогда 
ввиду теоремы 1 из п. 4.3 c (У) и У” будут рекурсивно 
перечислимыми. 

Множество У” есть совокупность значений термов, 
записываемых при помощи символов операций F; и о0бо- 
значений n-oK из У. Пусть а (ti, ..., №) — один из 
таких термов. Заменяя в нем символы операций Ё; сим- 
волами представляющих функций fi, а символы п-ок Xi 
символами их номеров, получим терм, значение которого 
будет равно номеру значения терма а. Таким образом, 
совокупность с (V°) является множеством значений термов, 
записываемых при помощи символов функций f; и символов 
чисел из с (У), то есть с (У?) порождается совокупностью 
с (У) при помощи функций fi, что и требовалось. 

Согласно п. 1.3 множество М, снабженное конечной 
системой определенных на нем операций Fi (x1, ..., Хт,), 


называется алгеброй, символически обозначаемой через 
Me = (М; Fa, s g E 

Если основное множество М алгебры W является COBO- 
купностью всех N-OK натуральных чисел, а основные опе- 
рации Ё; являются примитивно рекурсивными, то алгебра 
Jt называется примитивно рекурсивной. Теорема 4 может 
быть теперь переформулирована следующим образом: каж- 
дое рекурсивно перечислимое множество элементов при- 
митивно рекурсивной алгебры порождает в этой алгебре 
рекурсивно перечислимую подалгебру. 


T- АИ Мальцев 
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Примеры и задачи 


1. Каждое бесконечное рекурсивно перечислимое мно- 
жество содержит бесконечное рекурсивное подмножество. 

2. Проекции. Геометрически п-ки чисел истолковывают обычно 
как точки п-мерного пространства; числа Xj, ..., Xn называют 
координатами п-ки (144, ... ЖЖ). Пусть 1< й<...< щ< 1. 
т-ку (Xi .... Xim? Называют проекцией точки (X4, ...,№) 
на координатную (ij, ... #й.)-плоскость. Совокупность проекций 
всех точек множества А на (i, ..., #и)-плоскость называется 
проекцией множества А на эту плоскость. 

Показать, что проекция рекурсивно перечислимого множества 
есть множество рекурсивно перечислимое и что каждое рекурсивно 
перечислимое лп-мерное множество есть проекция подходящего 
(п + [)-мерного примитивно рекурсивного множества. 

3. Вещественное число %&, имеющее вид 


a= +a: 1071 +a 1072+... 


где Oar Qi; ... целые, OL ar < 9 для Em, 2, ..., называется 
рекурсивным (примитивно рекурсивным), если рекурсивна (при- 
митивно рекурсивна) функция fa (x), определенная условиями 


fa (0) —| aol, [о (ПН )= апач. 


Показать, что все алгебраические вещественные числа примитивно 
рекурсивны и что все рекурсивные вещественные числа образуют 
алгебраически замкнутое поле. 


ГЛАВА Ш 


ОБЩЕРЕКУРСИВНЫЕ И ЧАСТИЧНО 
РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 


Центральное понятие теории алгоритмов — это 
понятие функции, значения которой вычислимы с помощью 
алгоритма. Согласно тезису Чёрча (п. 2.3) алгоритмически 
вычислимые функции отождествляются с частично рекур- 
_сивными функциями. Настоящая глава посвящена доказа- 
тельствам фундаментальных теорем о рекурсивных и частич- 
но рекурсивных функциях. Теоремы эти образуют основу 
теории рекурсивных функций. 


$ 5. ОБЩЕРЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 


До сих пор не было установлено, что класс 
общерекурсивных функций действительно шире класса 
примитивно рекурсивных функций. В настоящем параграфе 
этот пробел восполняется фактическим построением обще- 
рекурсивной функции, не являющейся примитивно рекурсив- 
ной. Более того, построенная общерекурсивная функция от 
двух переменных оказывается универсальной для всех одно- 
местных примитивно рекурсивных функций и в дальней- 
шем изложении играет особую роль. Конструирование 
универсальной функции проходит весьма просто при 
помощи одного специального вида рекурсии, с изуче- 
ния свойств которого мы и начнем изложение материала 
этого параграфа. 

5.1. Рекурсии 2-й ступени. Числа натурального 
чяда 0, 1, 2, ... образуют естественным образом упорядо- 
ренную последовательность. Эта упорядоченность играет 
фундаментальную роль в задании функций с помощью 


7* 
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примитивной рекурсии. Именно, если определяемая функ- 
ция многоместная, то из аргументов выбирается один, 
задается значение функции, когда этот аргумент равен 0, 
и дается правило, как найти значение функции в точке 
п +- 1, если известны ее значения при меньших значениях 
аргумента. Допустим теперь, что мы хотим аналогичным 
способом задать функцию двух аргументов Р (х, и), но хотим 
вести рекурсию не по одному аргументу, а сразу по обоим. 
Тогда мы предварительно должны как-то упорядочить все 
пары чисел (х, у). Конечно, упорядочивать их можно 
многими способами. Остановимся на словарном упоря- 
дочении: пара (x, у) будет считаться предшествующей 
паре (хи, Yi, если либо х < жж, либо х = хи, ау< и. 
Выписывая пары в только что установленном порядке, 
получим 


КО, Оо В. 
че... (1) 


В этом расположении пары вида (п, 0) играют особую 
роль — у них нет непосредственно предшествующей пары, 
а пара (0, 0) вообще является начальной. 

Вернемся теперь к функции F (x, и), которую мы хотим 
задать рекурсией сразу по двум аргументам. Принимая 
во внимание расположение (1), мы должны сначала задать 
Е (0, 0), положив его равным некоторому числу а. Затем 
мы должны как-то выразить F(x, y) через значения этой же 
функции для предыдущих пар значений аргументов. Здесь 
возможны следующие случаи: — 

а) Требуется найти F (0, x). Предыдущие значения 
функции имеют вид F (0, y), где y <x. 

6) Требуется найти F (п + 1, 0). Предыдущие значения 
функции имеют вид F (пи, x), где п! < п, а х произвольно. 
В частности, если «предыдущие» значения функции Ё 
известны, то можно считать известными и значения выраже- 
ний вида 


F (fı (п), g (х)); F (fi (п), F (f2 (п), g (x))); 
F (fi(n), F(f2(n), F (fs (n), х))); ..., (2) 


где fi (n), g (x) — какие-либо наперед заданные функции, 
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удовлетворяющие условиям 
Ё (п) < п В (3) 


в) Требуется найти Ё Grt l, x +1). Предыдущие 
значения функции F здесь могут быть следующих типов: 


F(n+1, В (х)); Е (fi(n), F (fa (п), 8 (%))); 
Е (fi(n), F(n+1, Ь (х))); ..., (4) 


где fi — наперед заданные функции, подчиненные услови- 
ям (3) 

Таким образом, чтобы задать функцию F (x, y) рекур- 
сией по паре переменных, мы можем задать выражения для 
Е" -+1, 0), Е п -- 1, x+ 1) через члены вида (2), (4), 
а также задать функцию одной переменной F (0, x + 1) 
и число Р (0, 0). В полном объеме этот способ задания нам 
далее не потребуется. В частности, нам не будут нужны 
члены вида F (f, (п), F (fe (п), F (F; (п), х))) и аналогичной 
более сложной структуры. Мы ограничимся рассмотрением 
лишь следующего способа, который только и встретится 
нам далее. Этот способ мы будем называть рекурсией 
2-й ступени. 

Определение. Пусть заданы всюду определенные 
функции 

(Хао НЯ 
и всюду определенные функции fi (x), 5; (x), удовлетворяющие 
требованиям 

В (х) <х, g;(x)<x (i=1,..., m; įj=1, ..., k). (5) 
Говорят, что всюду определенная функция Е (x, y) возни- 
kaem из функций G, H, A, fi, g; рекурсией 2-й ступени, если 
F(n+1, Хх!) = 
SO (n t LE AP CA: E (o AA), Е, (и кН 

Е (f(n), x+ 1), ..., F (fm (п), x+ 1), 
F(n+1, 0) = 


=H (n+ 1, F (g, (п), Е (g2 (п), 0)), Е (п, 0), Е (gs (п), 0), ... 
-3 F (gr (n), 0)), (6) 

F (0, x) =h (x) 

для всех значений n, x. 
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Например, в п. 5.3 мы детально изучим функцию 
В (х, у), определенную схемой 


В(п- 1, х+ 1) =В(п, В (п 1, х)), 
В(п--1, 0) = 51, 
В (0, х)=2-х. 


Сравнение этой схемы со схемой (6) показывает, что В (x, y) 
возникает рекурсией 2-й ступени из функций G (п, x, у) = y, 


fiin =t В(х)=2-х Н(Пп:=$51. 


Покажем теперь, что каковы бы ни были функции 
G, H, h n функции fi, gi, удовлетворяющие условиям (5), 
существует функция F (x, И) и только одна, pionieTao: 
ряющая схеме (6). 

Построение функции Е та у) выполняется очевидным 
путем. По определению для всех x полагаем F (0, x) = 
= h (x). Далее, если для всех пар (и, 9), меньших пары. 
(п + 1,0), значения F (и, V) определены и для них условия 
(6) соблюдены, то значение F (п -+ 1, 0) определяем второй 
формулой из (6). Наконец, если значения F определены для 
всех пар, меньших пары (n +1, x + 1), то значение 
Е (п-+1, х- 1) определяем первой формулой из (6). 
Ясно, что полученная таким образом функция удовлетво- 
ряет условиям (6). Поскольку выбиравшиеся значения для 
Е (п, х) однозначно вытекали из формул (6), то формулы (6) 
определяют Ё однозначно. 

Для дальнейшего принципиальное значение имеет 

Теорема 1 (о рекурсии 2-й ступени). Если указан- 
ные в определении рекурсии 2-й ступени функции С, H, h, 
fi, 8; примитивно рекурсивны, то возникающая из них 
посредством рекурсии (6) функция Е является общерекур- 
сивной. 

Чтобы сократить запись формул, мы докажем эту 
теорему для т = 4, k = 3. В общем случае рассуждения 
остаются теми же. 

Обозначим через М график функции F, то есть COBO- 
купность троек чисел вида (x, у, F (x, у)). Согласно п. 4.4 
теорема | будет доказана, если мы обнаружим, что COBO- 
купность М рекурсивно перечислимая. Посмотрим, что 
означают равенства (6) для М. 
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Первое из равенств (6), очевидно, можно пересказать 
так: если тройки 


ИЕ X, и), (fi(n), и, и), (fa (п), ет, р), 


(fa (п), р, 9), (fi(n), x+1, w) (7) 
принадлежат M, то. 
(n+1, ХТ, G(n+ 1, x, v, q, &)ЕМ. (8) 


Второе из равенств (6) равносильно утверждению: 
если тройки 


(> (п), 0, и), (21 (п), и, v), (n, 0, w), (в. (п), 0, р) (9) 
принадлежат М, то 
(n+1, 0, H(n+1, v, w, р))ЕМ. (10) 


Наконец, последнее из равенств (6) утверждает, что М 
содержит все тройки вида (0, x, h (х)). 

Обозначим через № совокупность всех троек чисел. 
Мы хотим определить на № такие операции 5? (ui, Uz, Из, 
U, Us), ® (щ, U2, из, ш), которые для наборов троек (7), 
(9) имели бы своими значениями соответственно тройки (8) 
и (10). С этой целью полагаем по определению для произ- 
ВОЛЬНЫХ Xi, Yi, Zi 
A Gn l e Я U ON 

= (X1; Уз, С (x1, Yis 22, 24 25), (11) 


если выполнены условия 
ха = р (x> 1), \у==2, = (xı — 1) yYys=y+l, 
ж=р (м Г), Шаг, Ж=р (и), У -Е1, 
и полагаем 

Я (lxi Yis 21), -- -s (X5 Из» 25)) =(0, 0, #(0)), (13) 


если условия (12) не выполнены. 
Аналогично полагаем по определению 


Piti Yanzi бу РЕЬ 0, НОЕ 222), 
(14). 


(12) 


если выполнены условия 
Xy = 82 (хз), Ха = 81 (хз), У ==, Хь= 83(%3), (15) 
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и полагаем 
Я ((хн, Y1, 21), ...) (+, Ув» 2%)) = (0, 0, h (0)), (16) 


если условия (15) для X1, Yi, ..., 2, не удовлетворяются. 

Так как функции С, H, A, fi, 6; примитивно рекурсивны, 
то согласно п. 4.4 операции 5 и % также примитивно 
рекурсивны. 

Обозначим через Мо совокупность троек вида (0, x, 
A (х)›. Из примитивной рекурсивности функции A (x) cne- 
дует, что совокупность Мо рекурсивно перечислима. 

Согласно теореме о порождаемых совокупностях (п. 4.4) 
совокупность М* всех троек, которые можно получить 
из троек множества Мо с помощью операций $, %, 
является рекурсивно перечислимой и нам остается дока- 
зать лишь совпадение совокупности М* с графиком М. 

Прежде всего замечаем, что М содержит порождающее 
множество Мо. Кроме того, условия (11), (13) и (14), (16) 
показывают, что совокупность М замкнута относительно 
операций 5, %®. Совокупность М* по определению есть 
наименыпшая совокупность, замкнутая относительно 5, B 
и’ содержащая Мо. Таким образом, М* = М. 

Обратное включение М <= М* проще всего доказать 
индукцией по параметрам n, x троек (п, x, F (n, х)), соста- 
вляющих график М. Для п = 0 график М содержит лишь 
тройки (0, x, h (х)). Все они входят в М*. Пусть для неко- 
торого n все тройки (r, x, Е (r, х)), удовлетворяющие усло- 
вию Г < и, входят в М*. Покажем, что тогда и тройка 
(n +1, 0, Е (n + 1, 0)) входит в М*. Полагая 


u = F (g (п), 0), v= F (gı (n), и), 
w = F (n, 0), p =F (g: (п), 0), 


имеем в силу (6) 
Е (п- 1, 0) =Н (п- 1, v, w, р). 


Так как g; (п) < п, то все тройки (9) по предположению 
входят в М*. Применяя к тройкам (9) операцию H, nony- 
чим тройку (п +1, 0, F (n +1, 0)). Совокупность М* 
замкнута относительно операции . Следовательно, тройка 
(n +1, 0, F (n -ЕТ, 0)) принадлежит М*. 
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Аналогично доказывается и утверждение, что если для 
данных Их все тройки (г, $, F (r, s)) с условием 
(г, 5<(п +1 х+1} содержатся в М*, то и тройка 
п xel Emni х- 1) с содержится в M=. 
Тем самым включение М = М*, а вместе с ним и равен- 
ство М = М* доказаны. 

5.2. Универсальная общерекурсивная функция. 
Рассмотрим произвольную систему © частичных п-местных 
функций. Частичная функция F (Xo, м, ..., №) отп +1 
переменных называется универсальной для семейства ©, 
если выполнены следующие два условия: 

а) для каждого фиксированного числа i п-местная функ- 


ция Е (i, м, ..., Xn) принадлежит ©; 
6) для каждой функции f (м, ..., Xn) из © сгществует 
такое число i, что для всех Xi, ..., Xn 
ЕЕ о S 
Иначе говоря, функция F (Xo, X1, ..., Xn) универ- 


сальна для семейства ©, если все функции из © можно 
расположить в последовательность 


РО 
(1) 

Число i называется номером функции F (i, №, ..., Xn), 
а полученная таким образом нумерация функций семей- 
ства © называется нумерацией, отвечающей универсальной 
функции F. Обратно, если задана какая-либо нумерация 
системы ©, то есть если задано какое-нибудь отображение 
1 —> fi натурального ряда на ©, то функция F (Xo, X4, 

.. Xn), определенная формулой 


Е(х, А...) ae fali ...у хп), 


является универсальной для ©. 

Заметим, что ‚рассматриваемые здесь нумерации, в отли- 
чие от нумераций пар, троек и т. д. из п. 3.3, не одно-одно- 
значные: различные натуральные числа jf, Í могут быть 
номерами одной и той же функции из ©. 

Существование достаточно «хорошей» универсальной 
функции является важной характеристикой системы ©. 
Например, если система © состоит только из всюду 
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определенных функций, то существует очень простой метод 
(метод диагоналей Кантора) построения всюду определен- 
ной функции, не входящей в ©. 

_ В самом деле, пусть F (x, X1, ..., Xn) — универсаль- 
ная функция для семейства © некоторых всюду опреде- 
ленных функций от N переменных. Из определения следует, 
что эта универсальная функция будет также всюду опре- 
деленной. Вводим новую функцию g, полагая 


Л т (2). 
Функция © (х!, ..., Xp) не входит в ©. 
Действительно, если бы g принадлежала семейству ©, 

то при подходящем натуральном 1 для всех Xi, ..., Xn 


было бы истинно равенство 
Рам р ЖЕ, Xis X2, o. .ș Xn) + 1. 
Однако при х! = iÍ OHO обращается в противоречивое соот- 
ношение 
РЕ 


что и доказывает наше утверждение. 

Отметим два важных следствия этого утверждения. 
Пусть © — система всех п-местных рекурсивных или 
соответственно примитивно рекурсивных функций. Равен- 


ство (2) показывает, что если функция F (хо, X1, ..., Xn) 
рекурсивна или примитивно рекурсивна, то таковой 
является и функция © (Xi, ..., Xn). Но эта функция не 


входит в © и, значит, она не рекурсивна или соответ- 
ственно не примитивно рекурсивна. Тем самым пришли 
к следующей простой, но существенной теореме. 

Теорема 1. Система всех п-местных общерекурсив- 
ных Функций не имеет общерекурсивной универсальной 
функции. Система всех п-местных примитивно рекурсивных 
функций не имеет примитивно рекурсивной универсальной 
оныкини. (в = 1,2... 

Нижеследующая теорема принадлежит к числу основ- 
ных теорем теории рекурсивных функций. 

Теорема 2. Система всех одноместных примитивно 
рекурсивных функций имеет общерекурсивную универ- 
сальную функцию. 
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Чтобы построить искомую универсальную функцию, 
нужно все одноместные примитивно рекурсивные функции 
расположить в последовательность вида (1). Для этой 
цели мы воспользуемся теоремой Робинсона из п. 3.5, 
согласно которой все одноместные примитивно рекурсивные 
функции можно получить из функций $ (х) =х +1 m 
а (x) = х — [V x]? операциями сложения, суперпозиции 
и итерирования функций. Эти операции были обозначены 
вп. 3.5 символами -|, *, J. Упомянутая теорема Робинсона 
утверждает, что каждая одноместная примитивно рекур- 
сивная функция является значением подходящего терма, 
составленного из индивидуальных символов $, 4 и функ- 
циональных символов. Обратное также верно: значение 
каждого терма упомянутого вида есть примитивно рекур- 
сивная одноместная функция. Поэтому, нумеруя термы, 
мы одновременно занумеруем и все примитивно рекурсив- 
ные одноместные функции. Номер терма а условимся 
обозначать через М (а). 

Для самых коротких термов $ и 4 полагаем по опре- 
делению 


М ($) =1, N(q)=3. (3) 


Далее определяем номера термов индуктивно, восходя 
от коротких термов к более длинным. А именно, если для 
каких-нибудь термов а, 5 мы уже знаем их номера 
N (a) =a, М (b) = b, то по определению полагаем 


М (а-- 5) =2. 32.55, 
М (axb) = 4.35.50, (4) 
N (Ja) = 8- 34. 


Например, термы S-+Jq u J (S+S) будут иметь номера 
2.3-58-3° и соответственно 8.330. 

Можно считать, следовательно, что мы определили для 
каждого терма а его номер. Ясно, что далеко не каждое 
натуральное число является номером некоторого терма, 
но если число а есть номер терма, то только одного, и этот 
терм легко восстанавливается путем разложения а на про- 
стые множители. 
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Определяем теперь новую функцию F (п, x) формулой 
Е (п, x) = fn (x), (5) 


где fp — терм с номером п. Так как не все натуральные 
_ числа являются номерами термов, то функция F (п, x) также 
определена не для всех значений N и потому является частич- 
ной. Однако для тех значений N, для которых F опреде- 
лена, из способа нумерации термов (3) и (4) вытекают сле- 
дующие соотношения: | 


fel) t falx) ecm п=2:3°.50; 
fa (fo (x)), если n= 4-3*.5; 


fa (fn (x — 1) если п=8.3°, x> 0; 
ие į 0, если п=8-3“, x=0; (6) 
q (x), если n=3; 
| s(x), если n=l. 


Принимая во внимание равенство (5), мы можем COOT- 
ношения (6) переписать в виде 


Ех) = 
[ Р(ехи п, х) + Е(ехоп, x), если exon= l; 
Е (ex; п, F (ех»п, х)), если ехй=2; 
= | Е (ex; п, Е (п, х—1)), ecan exito Ao (7) 
0, если ехп=3, x= 0; 
i Q (п, x) для остальных п, х, 


где для краткости положено 
Ч (п, х)= 8 (х) зи — 11-4 (x) sgln— 3]. 


Подчеркнем еще раз, что соотношения (7) установлены 
лишь для тех значений п, которые являются номерами 
термов. Мы хотим теперь найти всюду определенную 
функцию D (n, x), удовлетворяющую тем же соотноше- 
ниям (7) для всех значений п, х. Возникают вопросы: 
существует ли такая функция D и совпадают ли значения 
D (п, x) со значениями Е (п; x) в области определенности F, 
если функция D существует? Чтобы ответить на первый 
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вопрос, мы перепишем Е: (7) для функции D в более 
подробной форме: 


В (пЪ-Е 1, х- 1) = 
(В ((! (в), ХЕ --Ь(ф (п), x+1), если ехо (п) =1; 
| D (fi(n), D (fa (п), х+ 1), если exo (n+1)=2; 
— j D(f (n), D (n+1, x)), если ехо (n+1)= 3; 
(ЧИ, х- 1) для остальных п, 
| (8) 
D(n-+1, 0) = 


СРР (п), 9 +В (ф (п) 0), если exo(n+1)=1; 
=} D(f (n), D (fa (п), 0)), если exo(n+1)=2; (9) 


0 для остальных п, 
5 (0) 0, (10) 
где положено 
fı (п) =ех, (n+ 1), fa (п) =ех, (n+ 1). (11) 


С помощью приема, рассмотренного в п. 3.1, мы можем 
схемы (8), (9) переписать в виде простых равенств и таким 
образом заменить условия (8), (9), (10) условиями 


D(n+1,x+1)= 
=G (n+ 1, x, D(f (п), D(n+1, х)), D(f (п), 
D (fa (п), х--1)), (Ги (п), х- 1), Dfii) х- 1), (12) 
Р(п- 1, 0) =Н (п- 1, В(р (п), D (f2(n), 0)), D (fi(n), 0), 
р(Р (п), 0)), 
где 
О р В) = 
= (u +v) sg | ео т— 1 |+ 258 |ехот—2 | -+ 
+ узб | ехт—3|-- О (т, х) зв (|ехот — 1 | ехо m—2]|x 
x | ехт— 3|), 
_Н(т, у, г, и) = (г- и) зв | ехот— |+ узв|ехт— 2 |. 


Но условия (12) совпадают со схемой рекурсии 2-й ступени, 
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рассмотренной в предыдущем разделе. Из (11) видно, что 
функции fi (x), [> (x) удовлетворяют требованиям 


fix) <x [(х)<х, 


наложенным на эти функции B п. 5.1. Применяя теорему 
о рекурсии 2-й ступени из п. 5.1, мы приходим к заключе- 
нию, что функция D (п, $), удовлетворяющая требованиям 
(8), (9), (10), не только существует, но и является рекур- 
сивной функцией. 

Теперь мы индукцией по параметру т докажем, что 


Dim a- Pma С 


для тех т, которые являются номером некоторого терма, 
и что для остальных значений т одноместная функция 
D (т, x) все же является примитивно рекурсивной, хотя 
равенство (13) ввиду неопределенности правой части и не 
будет верным. 

В самом деле, для начальных значений т = 0, 1, 2, 3 
из (8), (9), (10) получаем непосредственно 


р (0, = (2, х)=0, DU х)=5$ (4), (3, х)=а(. 


Далее, пусть доказываемое утверждение справедливо для 
всех значений M, не превосходящих некоторого n. Pac- 
смотрим выражение D (п + 1, x) как функцию от x. По 
условию, выражения D (fi (п), x), D (f (п), x) являются 
примитивно рекурсивными функциями OT x. Первые два 
равенства из системы (12) показывают, что функция 
D (п + 1, x) возникает из примитивно рекурсивных YHK- 
ций посредством обычной примитивной рекурсии и потому 
эта функция примитивно рекурсивная. 

Наконец, пусть n + l есть номер некоторого терма. Tor- 
да fi (п) и [> (п) — также номера термов и, следовательно, 


Düm ЕЕО Ех Ay 


Первые два равенства системы (12) для рассматриваемого 
_ значения n -+ | справедливы как для функции D (n + 1, x), 
так и для функции F (п + 1, x). В силу (14) правые части 
указанных равенств одинаковы для функции D (п + 1, x) 
и для функции F (n + 1, x). Поэтому D (n + 1, x) = 
= F (n + 1, x), что и требовалось. 
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Итак, мы построили общерекурсивную функцию D (n, x), 
обладающую следующими свойствами: 

а) для каждого фиксированного N одноместная функция 
D (п, x) является примитивно рекурсивной; 

6) для каждой одноместной примитивно рекурсивной 
функции f(x) существует такое число n (равное номеру 
терма, представляющего функцию f), что D (п, x) = f (x). 

Это означает, что D (п, x) есть искомая общерекурсив- 
ная универсальная функция для класса всех одноместных 
примитивно рекурсивных функций. 

Следствие 1. Класс общерекурсивных функций 
шире класса примитивно рекурсивных функций: существуют 
общерекурсивные функции, не являющиеся примитивно 
рекурсивными. 

В качестве примера можно взять двуместную функцию 
D (п, x). Она общерекурсивная и согласно теореме 1 npu- 
митивно рекурсивной быть не может. Из доказательства 
теоремы 1 видно, что общерекурсивная' одноместная функ- 
ция D (x, x) также не является примитивно рекурсивной. 

бледствие 2. Haa каждого =, 2 л.. каае 
всех п-местных примитивно рекурсивных функций имеет 
общерекурсивную универсальную функцию. 

Для п = 1 искомой универсальной функцией является 
D (п, x). Поэтому пусть n>2. Рассмотрим функцию 


prti (Хо, Xis ...9 Ba S (хо, C (X1; СВ | а 


где с (м, ..., Xn) — канторовский номер (п. 3.3) п-ки 
чисел (х!,..., Xn). Для любого фиксированного ‚хо функ- 
ция D% является примитивно рекурсивной функцией от 
Xi, ..., №. С другой стороны, пусть g (X1, . . ., Xn) — какая- 
нибудь п-местная примитивно рекурсивная функция. Тогда 
примитивно рекурсивной будет и одноместная функция 


f (x) = & (Сп (x), -.-, Cnn (Х)), 


где Cni (X) есть 1-й член п-ки, имеющий канторовский номер х 
(п. 3.3). Из универсальности функции О вытекает, что для 
подходящего хо для всех х будем иметь 


f (x)= D (хо, x). 
Подставляя сюда вместо х число C (Xi, .. ., Xn) и замечая, 
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что 
Ом, 
получим 
P a ae AaS e AER ars Anh 


Следовательно, D”ti(xo, Xi, ..., Xn) — искомая обще- 
рекурсивная функция, универсальная для семейства всех 
примитивно рекурсивных п-местных функций. 

Построив общерекурсивные функции, не являющиеся 
примитивно рекурсивными, естественно спросить себя, 
а существуют ли рекурсивные множества, не являющиеся 
примитивно рекурсивными (п. 4.1)? Ответ утвердительный. 
Чтобы найти такое множество, достаточно найти обще- 
рекурсивную функцию, принимающую лишь значения 0,1 
и не совпадающую ни с одной примитивно рекурсивной 
функцией. Но такой функцией заведомо является функция 


D (x)=sg D (x, x). 


В самом деле, функция D (x) общерекурсивная и прини- 
мает лишь значения 0,1. Если бы D (x) была примитивно 
рекурсивной, то нашлось бы такое число п, что для всех х 
мы имели бы 


sg D (x, x)= D (n, x), 
откуда при х= п получили бы противоречие 
sg D (п, n)= D (n, п). 


Множество, характеристической функцией которого 
служит функция D (x), и есть искомое рекурсивное, но не 
примитивно рекурсивное множество. 

_ Аналогичный вопрос о существовании нерекурсивных 
рекурсивно перечислимых множеств будет решен в п. 6.3. 


5.3. Быстрорастущие функции. Мы решили задачу 
построения общерекурсивной функции, не являющейся примитивно 
рекурсивной, методом универсальных функций. Другим методом 
для решения той же задачи может служить метод построения функ- 
ции, растущей быстрее любой функции заданного класса. Этот 
метод очень удобен при исследовании сравнительной силы различ- 
ного рода рекурсий. Мы сейчас изложим его применительно к уже 
рассмотренному классу примитивно рекурсивных функций. 
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Итак, мы хотим найти по возможности простые, но очень быстро- 
растущие функции. Опыт показывает, что произведение растет 
быстрее суммы, степень быстрее произведения. Называя сложение, 
умножение и возведение в степень действиями 0-Й, 1-й и 2-й ступени 
и вводя для них в целях единообразия обозначения 


Ро (а, х)=а-+х, РА (а, х=ах, Рь(а, х)=а®, 


приходим к знакомой всем идее о продолжении этой последователь- 
ности путем введения действий высших ступеней. При этом дей- 
ствие высшей ступени должно возникать из действия предыдущей 
ступени так же, как умножение возникает из сложения, возведение 
в степень из умножения. Функции Po, P4, Po связаны следующими 
соотношениями: 


P, (а, x+1)= Po (a, P; (а, х)), Ру (а, 1)=4a, 
Ро (а, x+ 1)=P; (a, Р. (а, x)), P (а, I}=4: 
Продолжим эту цепочку, полагая по определению для п = 2, 3, 
Риз (а, 1) =а, | (2) 
Pn41 (а, x+ 1) = Pn (а, Ри (а, х)). (3) 
Чтобы функции Pp (а, x) были определены всюду, положим 
Pry 0) =] а P ATER. 


и соотношения (2), (3) будем считать определениями функций 
Pa (а, x) для n= 2, 3, ... Ясно, что равенства (1) вытекают 
из соотношений (2), (3) и соотношения P; (а, 0) = 0. B силу (2), (3),. 
например, имеем 


Рз (а, 0)=1, Рз(а, 1) =а, Рз(а, 2) =а@, Ру (а, 3)= аа". 
Вводим новые функции 
ВР (хх Деев». 
Функции В (п, x) часто называют функциями Аккермана, а функ- 
цию А (х) — диагональной функцией Аккермана. Покажем, что 
функция А (x) общерекурсивная. 


Для функции В (п, х) из соотношений (2), (3) вытекают сле- 
дующие тождества: 


(1) 


B(n4-1, x+1)=B (п, B(n+1, x)), (4) 
B (n+ 1, 0)=sgn, (5) 
В (0, х)= 2-х. | (6) 


Сравнивая эти тождества со схемой рекурсии 2-й ступени, 
видим, что функция В (п, х) возникает из примитивно рекурсивных 
функций при помощи рекурсии 2-й ступени. Следовательно, функ- 
ция В (п, x), а вместе с нею и функция А (x), общерекурсивны. 

Наша цель теперь состоит в доказательстве следующего 
предложения: 


8 А. И. Мальцев 
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Теорема 1 (Аккерман [4]). Для каждой одноместной 
примитивно рекурсивной функции f (x) существует такое число а, 


что 
F(x) < A(x) (х=а, a+ l, ...), 
и, следовательно, функция А (x) не примитивно рекурсивная. 
Прежде чем переходить к доказательству этой теоремы, выведем 
несколько свойств функции В (п, x). 


Я) Bn, хх (р р 
Так как В (2, х) = 2%, то для п = 2 это соотношение верно. 


Далее применяем индукцию по n. Пусть для некоторого п > 2 
соотношение а) истинно при всех значениях х > 1. Согласно (2) 


т Binh H= Prr Е. 
Пусть теперь для какого-то х > 1 имеем В (n + 1, x) > 2%. Тогда 
B(n+1, х+ = В (п, В(п-Е1, х)) > 28 @Ъ <) > 92% > хм 
и, следовательно, соотношение а) доказано. 
6) В(п, x+1) >B (n, x) р ВЫ 
Так как В (1, x) = 2х, то для п = | это неравенство истинно. 
Пусть 6) истинно для некоторого п > 1. В силу (4) u a) 
Ви, Хх П=В (п, Biti х))> 281 ®) >> В(п- 1, Х), 
что и требовалось. | 


в) В (п-- 1, х) > В (п, x41) пыл 2) 
Действительно, в силу (4), а), 6) имеем 


B(n+1, x+1)=B(n, B(n+1, x)) >B (n, 2) > B (n, x+2). 
Произвольную одноместную функцию ] (x) условимся называть 
В-мажорируемой, если существует такое п, что 


7 (х) < В (п, х) СЕЛЕ 
Лемма. Все одноместные примитивно рекурсивные функции 
В-мажорируемы. 
Доказательство этой леммы удобно разбить на ряд отдельных 
утверждений. 
1) Функцииз (x) = x + luq (X) = х— [У x] И 
так как длях >22 


q (x) < $ (x) < 2” =B (2, x). 


2) Сумма В-мажорируемых функций В-мажорируема. Пусть 
произвольные функции } (x), g (x) для х > 2 удовлетворяют COOT- 
ношениям 


| (х) < В\(пь, д), g (x) < B (по, x). 
_ Тогда, полагая n = п. + no, имеем 


Г(х) < В (п, x), 8 (х) < Ва, x). (7). 
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Отсюда согласно а), 6), в) получаем 
их) -а (х) < 2В (п, х) 328, ®) BA, BET х)) = 

| = В (п-- 1, x+1)< В (n+2, x), 
что и требовалось. 


3) Суперпозиция В-мажорируемых функций В-мажорируема. 
Действительно, из (7) последовательно получаем pi 
f (e (х)) < В (п, g (х)) < B (n, В (n+1, x)) = 

=B (n+ 1, x+1)< В (п-2, x). 


4) Итерация В-мажорируемой функции В-мажорируема. Пусть 
для x > 2 имеем | (х) < В (п, x). Положим 


m=n-+ f (0) +F (1) -+F (F (0)). 
Итерация g (x) функции f (x) определяется равенствами 


8 (0) =0, g (Хх =Р (а (x)). 
Покажем, что 
g (х) < В (т, x) (х>2). (8) 
Для х = 2 имеем 


g (2)=1(!(0)) < 2/9 (611 < В (п, FEO) < B (m, 2). 


Далее, по индукции предположим, что для некоторого x > 2 Hepa- 
венство (8) справедливо. Рассмотрим g (x -++ 1). Возможны два 
случая: œ) g (x) > 2иВ) с (x) = 0, 1. В случае ga) имеем 


g(x+1)=f (g (х)) < B(x, в (х)) < В (т—1, В(т, х)) =В (т, Хх 1. 
В случае В) снова имеем 
& (+1) =Р (а ()) < 1(0-+[а)< 27" < 

< В(п, т-ып-- хр 1) < В(т, x41). 


Таким образом, утверждение 4) доказано. 

Теперь для вывода леммы остается лишь сослаться на теорему 
Робинсона из п. 3.5. Согласно этой теореме все примитивно рекур- 
сивные функции получаются из функций $ (x) и q (x) сложениями, 
суперпозициями и итерациями. Но согласно 1) функции $, 4 В-мажо- 
рируемы. Согласно 2), 3), 4) операции сложения, суперпозиции 
и итерации, будучи применены к В-мажорируемым функциям, 
дают снова В-мажорируемые функции. Поэтому все примитивно 
рекурсивные функции В-мажорируемые. 

Докажем, наконец, теорему 1. Пусть f (х) — некоторая при- 
митивно рекурсивная функция. Согласно JIEMME для подходящего п 
при всех x `> 2 будем иметь Í (х) < В (п, x). Но тогда 


А (п-- х) =В(п-Ех, п х) >В (п, n+x)>f(n+x) (>22), 
что и требовалось. 
8* 
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5.4. Обращение функций. Алгебра Робинсон. Cornac- 
но основному определению (п. 2.4) всюду определенная одноместная 
функция | (x) называется общерекурсивной, если ее можно полу- 


чить из базисных функций $ (x) = x + 1, 0, [f с помощью конеч- 


ного числа операций подстановок, примитивных рекурсий и и-опера- 
ций. Таким образом, для решения вопроса о рекурсивности одно- 
местной функции f (x) мы должны строить [ (x) из многоместных 
функций. Естественно возникает вопрос, а нельзя ли указать такие 
операции и такие одноместные исходные функции, чтобы все одно- 
местные общерекурсивные функции и только их можно было полу- 
чить из исходных, оставаясь все время в классе одноместных функ- 
ций? Аналогичный вопрос уже ставился и был решен в п. 3.5 при- 
менительно к классу одноместных примитивно рекурсивных функ- 
ций. Теперь мы рассмотрим указанный вопрос для общерекурсив- 
ных функций. - | 

Пусть f (x) — произвольная одноместная частичная функция. 
Согласно п. 2.3 функция g (x), определенная формулой 


g (x)= uy (f (У) =Х), 


называется обратной для f (x) и обозначается символически через f~t. 
Оператор, ставящий в соответствие функции Å функцию f7}, назы- 
вается оператором обращения. Легко видеть, что обратная функция 
Г 1 (x) будет тогда и только тогда всюду определенной, когда задан- 
‘ная функция ] (x) всюду определена и совокупность ее значений 
совпадает со всем натуральным рядом. 

Основной нашей целью сейчас является доказательство сле- 
дующего результата. 

Теорема 1 (Юлия Робинсон [87]). Каждая обще- 
рекурсивная одноместная функция может быть получена из функций 
s (x) = x + 1 uq (x) = х— [V x]? конечным числом операций сложе- 
ния, суперпозиции и обращения одноместных функций. При этом 
операция обращения выполняется только тогда, когда результатом 
. ее является всюду определенная функция. 

Доказательство этой теоремы в целом аналогично доказатель- 
ству соответствующей теоремы Робинсона о примитивно рекурсив- 
ных функциях из п. 3.5. Так же как и вп. 3.5, одноместную функ- 
цию f (x) назовем допустимой, если она может быть получена из 
функций $, 4 так, как указано в теореме 1. Многоместную функцию 


Е (x4, ..., Xn) мы будем называть допустимой, если для любых 
одноместных допустимых функций fy (x), ..., fn (x) будет допу- 
стимой одноместная функция F (fi (x), ..., В (5)). 


Теорема | будет доказана, если нам удастся доказать, что 
все общерекурсивные функции (как ‘одноместные, так и много- 
местные) допустимы. Доказательство будет разбито наряд пунктов, 
из которых затем будет выведено окончательное утверждение. 

А) Суперпозиция (многоместных) допустимых функций есть 
функция допустимая. Доказательство очевидно. | 

B) Функция qt (x) всюду определенная и ` 


4—1 (2x)=12+ 2x, q7! (2-1) =x + 4х--2. (1) 
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В самом деле, для любого х 

x2 x342 < («< 45-2 < (+2) 
и, значит, | 
а (x2 + 2х) =2х, q (х2--4х-- 2) =2х-Е 1. 
Таким образом, числа | 

И= и = х2-- 2х, z =Z =x? + 4х--2 
являются решениями уравнений 
а(у)=2х, q(z)=2x+1. (2) 


Надо показать, что Yọ, 20 — наименьшие решения. Пусть у, 2 — 
какие-нибудь решения уравнений (2). Это значит, что 


y=m? 42x < (m+ 1}, z=? 42x41 < (п- 12. 
Отсюда следует, что х < т, n `> х- Ти потому 
у=т?--2х > 4242x = Yo, 
z=n2? 42x +1 > (x+1)}-2x+1=z2. 
Таким образом, формулы (1) истинны. 
В) Функции х, о, ху, [;: (м, ..., 2) = х; допустимы. 
Это непосредственно вытекает из очевидных формул 
q (q7! (х))=х, 4(4а ‘(И =о 


и определения допустимости функций. | им 

Г) Функции вида ax + Фу с, где а, b, с— произвольные 
фиксированные натуральные числа, допустимы. 

В силу А), В) функции 1 (x, y) = x, 13 (x<, y) = y, s 0) = 1] 
допустимы. Функция ах -+ by + с возникает из упомянутых функ- 
ций повторными сложениями и потому сама допустима. 

д) Функции x?, $5Х, Sg x, [х/2], Ху, х— J, [Их] допустимы. 

В п. 3.5 была введена функция 


ка (хех =4 


В силу Б) 
(x+y) +5x+3y +4=q7! (2x 2у) 3х Ру 4 


и потому на основании Г) функция x ~- у допустима. 
Теперь из очевидных формул 


Хх —9, Хх > у, i 


LE E 


x2 =q71 (2x) — 2x, 
sgx=q (x2+ 1), 
sg x=l1-+sg x 


— 


заключаем, что функции х?, Sg x, Sg х допустимы. 
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Более сложно выводится допустимость [х/2]. Пусть 


f (x)= sg (q (q7! (x) + 2) (4) 


Для x = 2t согласно B) имеем 
f (х) = зв (q о, 
Если. же x = 2t + 1, то 
о рев (а (ван) 


Иначе говоря, f (x) есть характеристическая функция для свойства 
быть четным числом и формула (4) лишь показывает, что эта функ- 
ция допустима. Рассмотрим уравнение 


f (y) +2q (у) =х. (5) 


Полагая yọ = (x -+ [x/2])2+ [x/2] и принимая во внимание соотно- 
шение Ё (2?) = f (2), получим а (yo) = [х/2], f (Yo) = $ (x) и, значит, 


24 (yo) +F (yo) = 2 [x/2] + f (х) =х. 


Это показывает, что уравнение (5) имеет решение для каждого X. 
Поэтому функция (24 + р}! всюду определенная, и, следовательно, 
допустимая. Из (5) вытекает, что 


аи =- af U) (6) 


для любого у, удовлетворяющего соотношению (5). В частности, 
(6) должно быть верным и для y = (2q -+ |! (x), то есть 


q (Ca +AT) =- («Ру 


Следовательно, функция [х/2] допустима. 
Из очевидного соотношения 


= | о =) Dar 


заключаем, что допустима и PLEA xy. 
Из формулы (3) вытекает, что 


| 0, x >J, 
x= x= 
: (x-y) +9) =x о Е 
Поэтому, вводя функцию 
l, х>у, 


о (x, n=l] S EAN, 


будем иметь 


Ох и 
Следовательно, функция x — y допустима, 
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Наконец, рассмотрим выражение 
ЕЕ. 
(= | 9-1 | +38 (7) 
Для x = 0 имеем w (0) = 0. 'Если же x = В, [> 0, то 


w (t?) = [-5- q (—1)2+2—2) | = i Lag 
Следовательно, для любого é имеем w (t?) = Ёи потому 
w (x+q (х)) = [У хР) =[У x] (8) 


для каждого x. Формулы (7), (8) показывают, что функция [1 x] 
допустима. 
‚ E) Канторовские функции (п.3.3) с (x, у), L (x), г (x) допустимы. - 
Эти функции получаются из функций 1, х, у с помощью опе- 
раций +, —, [У |], [/2], которые согласно доказанному не выводят 
за пределы класса допустимых функций. 


Ж) Если функция h (x, у) допустима и уравнение h (x, у) = 0 
разрешимо для каждого x, то функция 


F (х) = Ву (В (x, у) =0) | (9) 
‚ также допустима. 
Докажем сначала, что 


r (wz ((1 (z)+1) sg A (1(2), r (2)) =х--1)) =} (x). (19) 


Действительно, уравнение 


(1 (2) +1) sg (#(1(2), г (2))) = х--1 
равносильно системе 
(2) ==>, hix r E=. (11) 
Так как по условию A (x, f (х)) = 0 u, кроме того, - 
НЕ ЕН, 
то 20 = С (x, Å (х)) есть решение системы (11). Надо лишь прове- . 
рить, является ли 2) наименьшим решением этой системы. 


Пусть 2 — произвольное решение системы (11). Из второго 
уравнения этой системы следует 


r (2) > [(х) =Г (20), (12) 

а из первого получаем, что 
l (2) = l (zo). (13) 
Согласно п. 3.3 для пар натуральных чисел, имеющих фиксиро- 
ванный первый элемент, канторовский номер пары растет вместе 


с ростом второго элемента. Поэтому из (12) и (13) вытекает, что 
20 < 2. Следовательно, 


ра ((1 (2) 1) sg A (1 (2), r (2) =x+ 1)=20 
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и потому соотношение (10) истинно. Но соотношение (10) показы- 
вает, что f (x) есть суперпозиция допустимой функции Г и обращения 
допустимой функции 


(1 (2) 1 sg h (t (2), г (2)) 1. 


Поэтому функция f (x) допустимая. 

3) Функция [х/у] и функция Геделя Г (x, у) (п.3.3) суть функции 
допустимые. 

Это непосредственно вытекает из предыдущих результатов 
в силу формул из пп. 3.2 и 3.3, посредством которых определяются 
[x/y] и Г (x, y). | 

Доказательство теоремы Робинсон на этом можно считать 
законченным. Действительно, в п. 3.4 было доказано, что каждую 
общерекурсивную функцию можно получить из простейших функ- 
‚ций о, $, № и функций =. ‚ Г, с, l, г конечным числом операций 
подстановки и специальной минимизации вида (9). Но в пунктах Д), 
Е), 3) показано, что все упомянутые функции допустимые, а в пунк- 
тах А), Ж) показано, что подстановки и специальные минимизации, 
примененные к допустимым функциям, дают функции допустимые. 
Таким образом, все общерекурсивные функции допустимые. 

Аналогично теореме Робинсона (п. 3.5), теорема Ю. Робинсон 
также допускает простое алгебраическое истолкование. Совокуп- 
ность $1 всех всюду определенных и совокупность Yg. p всех обще- 


рекурсивных одноместных функций, рассматриваемых вместе 
с определенными на них операциями сложения --, композиции * 
и обращения ~t, образуют две алгебры: алгебру Робинсон 


R= Fy; ЕН» ETEY 
всех одноместных функций и алгебру Робинсон 
За. гб +, * 1) 


всех одноместных общерекурсивных функций. Операция “t, при- 
мененная к всюду определенной функции, дает, вообще говоря, 
частичную функцию, не входящую в $1. Поэтому алгебры R; и Rø. r 


частичные. Теорема Робинсон утверждает, что элементы $, 4 в алгеб- 
ре R; порождают подалгебру Rg. г. 


Дополнения, примеры и задачи 


Пусть D (п, х)— универсальная функция, построенная 
в п. 5.2. Если | (x)= D (п, x), то п называется О-номером [ (x). 
Показать, что каждая примитивно рекурсивная функция имеет 
бесконечно много D- -номеров. 
2. Показать, что существуют примитивно рекурсивные функции 
Ё (т, п), в (т, п), й (п), удовлетворяющие тождествам 


р (т, AFORAS DU (т, п), х), 
D (т, D (п, x))= D (g (т, п), x), 
D! (n, x)=D (h (n), x), 


$ 6] ЧАСТИЧНО РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 121 


то есть позволяющие по D-nomepamM т, п каких-то примитивно 
рекурсивных одноместных функций находить номер их суммы, 
композиции, итерирования. 

3. Функции, которые можно получить из простейших функ- 
ций о, $, Г операциями подстановки, примитивной рекурсии 
и рекурсии 2-й ступени, назовем функциями 2-й ступени. Пользуясь 
методом быстрорастущих функций, показать, что существуют обще- 
рекурсивные функции, не являющиеся функциями 2-й ступени 
(см. P. Петер [67]. 


4. Пусть Я ‚— совокупность всех одноместных частично 


рекурсивных функций Операция обращения ~t будет всюду опре- 
деленной на i ,.Показать, что элементы $, 4 являются порождаю- 
щими anren. (>. о -1) (см. п. 5.4). 
= 5. Показать, aro E - (Fet. +, 1) порождается двумя 
подходящими элементами и не порождается никаким одним эле- 
ментом. Функции c (lr (x), ri (х)), с (x, 1), c (L (x)+ И (x), x) заведо- 
мо порождают указанную алгебру (IO. Робинсон 
6. Пусть 52 — совокупность всех двуместных частичных функ- 
UHË, OJS совокупность всех двуместных частичных функций, 


частично рекурсивных относительно какой-то фиксированной систе- 
мы © частичных функций. Показать, что %С порождается с помощью 


операций +, +», М системой © и функциями 12, 13, $ (13), а (13) 
(М — операция минимизации, определенная в п. 23, операция * 
для двуместных функций определена в задаче 7 к $5 3). 

7. Верно ли следующее утверждение: в алгебре (51; +H, *, 71}, 
где 5! — совокупность всех одноместных частичных функций, про- 
извольная система © С t, содержащая функции $, 4, порождает 
подалгебру, состоящую из всех одноместных частичных функций, 
частично рекурсивных относительно C? 

8. Показать, что совокупность всех одноместных функций 
2-й ступени (cM. выше задачу 3) обладает общерекурсивной универ- 
сальной функцией (см. P. Петер [67]). 


$ 6. ЧАСТИЧНО РЕКУРСИВНЫЕ 
ФУНКЦИИ 


В этом параграфе сначала показывается, что 
каждая частично рекурсивная функция допускает параметри- 
ческое представление при помощи примитивно рекурсивных 
функций, а затем с помощью построенной в п. 5.2 рекур- 
сивной универсальной функции D (п, x) строится частично 
рекурсивная функция, универсальная для всех одно- 
местных частично рекурсивных функций. Это центральный 
результат теории частично рекурсивных функций. С по- 
мощью частично рекурсивной` универсальной функции 
строится пример нерекурсивного рекурсивно перечислимого 


| 
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множества. В конце параграфа рассматриваются некото- 
рые специальные формы, к которым могут быть приведены 
частично рекурсивные функции. 

6.1. Параметризация частично рекурсивных 
функций. Согласно п. 4.4 графиком п-местной частичной 


функции f (х1,..., Xn) называется совокупность последо- 
вательностей (X1, .. ., Xn, И) натуральных чисел, удо- 
влетворяющих соотношению 

ОД ЛЕЧЬ 


В частности, график нигде не определенной функции есть 
пустое множество. 

Теорема 1 (0 графике частично рекурсивной функ- 
ции). Для того чтобы частичная функция } была частично 
рекурсивной, необходимо и достаточно, чтобы график f был 
рекурсивно перечислим. 

Для нигде не определенной функции f утверждение этой 
теоремы очевидно. Для функций с непустым графиком 
утверждение теоремы 1, как легко видеть, означает, что 
функция f (xi, ..., Xn) тогда и только тогда частично 
рекурсивная, когда она представима в параметрической 


форме 
ži = 9; (1) В АХ y= f (t), 


где a; (1), В (£) — подходящие примитивно рекурсивные 
функции. По этой причине теорему l иногда называют 
теоремой о параметрическом представлении частично 
рекурсивных функций. 

Достаточность условий теоремы l устанавливается. 
так же, как в п. 4.4. Доказательство необходимости удобно 
разбить на ряд самостоятельных утверждений. А именно, 
мы докажем последовательно, что операции подстановки, 
примитивной рекурсии и минимизации, примененные 
к функциям, имеющим рекурсивно перечислимый график, 
дают функции с рекурсивно перечислимым графиком. 
Так как все частично рекурсивные функции получаются 
посредством указанных операций из простейших функций 
O, S, IÈ, имеющих согласно п. 4.4 примитивно рекурсивный 
график, то тем самым будет доказана и теорема 1. Более 
того, упомянутые утверждения относительно операций 
примитивной рекурсии и минимизации нам нет необходи- 
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мости доказывать в общем виде. В силу результатов п. 3.4 
достаточно будет рассматривать примитивные рекурсии 
и минимизации тех частных видов, которые указаны в п. 3.4. 

А) Суперпозиция функций, имеющих рекурсивно пере- 
числимые графики, есть функция с рекурсивно перечисли- 
мым графиком. 

Оставляя в стороне тривиальный случай, когда какая- 
нибудь из заданных функций нигде не определена, Mpe- 
положим, что заданные функции ©, gı, ..., би имеют 
графики 


G = { (0 (1), ..., Emh (1)›}, 
G: = {Ви (0, ВЕРЕ (=, ео ры 


где a;i, Bi; — подходящие примитивно рекурсивные функ- 
ции. Нам надо изучить график F функции 


Î (Xis <- -3 Xn) == 8 (91 (Xis <- -3 Xn)» -> -s Вт (%1, R. 


Согласно определению операции суперпозиции утвер- 
ждение (х,..., Xn, И) ЕЁ можно представить в виде 


(Зи. s Ym) (хи, e. .3 Ап Y1) EGIA. eR 

AA (Жука Xnr nk быв Иго, Mr E Gi 
где (Зи ... Ym) обозначает утверждение «существуют 
такие Yı, ..., Уи, ЧТО. ..», а символ & обозначает слово и 
(см. список основных обозначений). В свою очередь, утвер- 


ждение (1) с помощью. графиков функций АО 
можно переписать в виде 


(3...) (Ви (И) = ж&.. .â Pin (11) = Xn & 
... бе Pmi (fm) = x18. т 

& A (to) = Ра n1 (11) &. . . & Am (fo) = Pm па (fm) & Am+1 (10) = y). 
Поэтому, вводя функцию 
п, а 

= Вы) — # la 2: | a: (to) — Bi n+1 (ti) | + | am+1 (№) — Y |» 
получим равносильное (1) утверждение 

EJZ . т) (h (Xi e.. Kns yg, to, Teg fm) = 0). 


124 O BILE- И ЧАСТИЧНО РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ [ГЛ. 1! 


Это означает, что график функции [ состоит из всех тех 
последовательностей (X4, .. . Xn, И), для которых урав- 
нение 


По нон atA 


разрешимо относительно fo, .. Ím. Tak как функция h 
примитивно рекурсивная, то на основании теоремы | из 
п. 4.4 заключаем, что график функции f рекурсивно nepe- 
числим. 

B) Если функция f (x, у) связана соотношениями 


С За, 
F(x, y+1)=h (f(x, y)) (2) 


с функцией h, имеющей рекурсивно перечислимый график, 
то f (x, у) также имеет рекурсивно перечислимый график. 
Оставляя снова в стороне тривиальный случай, когда 


график функции А пустой, мы предположим, что АХ h 
состоит из пар 


(a (t), В (£) (t=0, i CER 


гдеа, В — подходящие примитивно рекурсивные функции. 
График F функции f состоит из троек (x, у, 2), для которых 
(x, у) = г. Разобьем его на две части: совокупность. F; 
троек (x, Y, Z}, для которых у = 0, и совокупность F> 
троек (x, у, 2), для которых у >0. Первое из соотноше- 
ний (2) показывает, что F, состоит из всех троек вида 
(x, 0, x) и потому ЁР, — рекурсивно перечислимая COBO- 
купность. Остается показать, что совокупность Fz также 
рекурсивно перечислима. 
Соотношение (2) показывает, что условие (х, у, 2) ЕР 
равносильно существованию чисел а, ..., Qy:1 таких, что 


= h(x), =h (41), ..., 2=В (4-4). 


Равенство а;+, = А (а;) эквивалентно существованию 
числа [;+:, для которого 


fha = а В) au 


Поэтому условие (x, y, z) Е F2 равносильно существованию 
чисел (1, (2, ..., [,, для которых 


a (f1) =х, а (15) =P (ti), ..., a (fy) =P (1-1), В (fy) =z, 
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то есть для которых 


7—1 
| (f) =x |+ > а (вы) — B E) IB (f) —=|=0. (3) 


В п. 3.3 была построена примитивно рекурсивная 
функция Геделя Г (и, x) и было показано, что для любых 
Íi, ... В, система уравнений 


Mu pak Gsh p 


имеет для и решения. Подставляя B (3) вместо #; выраже- 
ние Г (и, i), получим уравнение 


7—1 
|a (Г (и, —х|-+ 2 | (Г (u, i-+1))—P (T (u, i)) |+ 
+IB(T (u, y))—z|=0, (4) 


имеющее решение u тогда и только тогда, когда (3) имеет 
решение (é, ..., fy). Согласно п. 3.1 левая часть урав- 
нения (4) есть примитивно рекурсивная функция от X, Y, 
2, и. Обозначая ее через g (x, у, Z, и), приходим к заключе- 
нию, что совокупность Ро состоит из всех тех троек (x, у, 2), 
_ для которых уравнение 
g(x, у, г, и) =0 

имеет решение и. Так как g — функция примитивно рекур- 
сивная, то множество F> — рекурсивно перечислимое, что 
и требовалось. 

В) Если частичная функция g (x, у) имеет рекурсивно 
перечислимый график, то функция f(x), ан u3 
g (x, y) операцией минимизации 


f (x) = p (g (x, y)=0) (5) 
также имеет рекурсивно перечислимый график. 


Как и выше, мы можем предполагать, что график G 
функции g не пуст и, следовательно, имеет вид 


= {(a (1), В (1), у(1))} (t=0, 1,...), 
где а, В, Y — примитивно рекурсивные функции. Соотно- 
шение (5) равносильно утверждению о существовании 
чисел Qo, Qi, ..., Qy, удовлетворяющих требованиям 


5 (хр) =а; О МА 
а; A0; y= НО eat; 
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то есть равносильно утверждению о существовании чисел 
и, ... lys Для которых 


a(t; =х, В(1;) =], Y) =0  (]=0,1,.... у 1), 
_@ (1,) =х, В (В) =У9, y (1) =0. | (6) 


Условия (6) равносильны соотношению 
у ziyi 
2 (la t= xlt IBCs Пу) =0. (7) 
Полагая t; = Г (и, i), видим, что 
(x, /)ЕР <> (Зи) (h(x, у, и) =0), (8) 


где через Á (x, у, и) обозначено выражение, получающееся 
из левой части соотношения (7) подстановкой Г (и, i) 
вместо {;. Поскольку функция A примитивно рекурсивная, 
то из (8) следует, что график F функции f рекурсивно nepe- 
4HCJIHM. 

Теорема 1 доказана. Отметим несколько ее следствий. 

Следствие 1. Область определенности каждой 
частично рекурсивной функции есть множество, рекурсивно 
перечислимое. | 

Действительно, если график частично рекурсивной 
функции f° не пуст, то согласно теореме 1 его можно пред- 
ставить в виде 


О НО 


где u, (№, ..., Us+1 (К — примитивно рекурсивные функ- 
ции. Но в таком случае областью определенности функции 
Г будет совокупность 5-0ок вида (ua (1,..., Us (É)) 
(£ =0,1,...) и потому эта область будет рекурсивно nepe- 
ЧИСЛИМОой. 

Следствие 2. Совокупность значений, принимаемых 
частично рекурсивной функцией |, является рекурсивно 
перечислимой. 

В самом деле, если эта совокупность не пустая, то 
график функции можно представить в указанном виде 
(ил (t), ..., из (1)) и совокупностью всех значений 
функции f будет совокупность всех значений функции 
Из-+1 (t). Так как функция и.+. примитивно рекурсивна, 
то совокупность ее значений есть (п. 4.2) рекурсивно пере- 
числимое множество. 
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Прежде чем сформулировать еще одно следствие, напом- 
ним разницу между характеристической функцией мно- 
жества и частичной характеристической функцией: харак- 
теристической функцией множества А называется функция, 
равная 0 в точках А и равная 1 вне А; частичной характе- 
ристической функцией А называется функция, равная 0 
на А и не определенная вне А. 

Следствие 3. Множество А п-ок чисел тогда 
и только тогда рекурсивно перечислимо, когда его частичная 
характеристическая функция частично рекурсивна. 

Пусть А — непустое рекурсивно перечислимое MHO- 


жество. Оно состоит из n-oK вида (и (1),..., Un (1), 
где и; (t) примитивно рекурсивные функции. График час- 
тичной характеристической функции ф (51, ..., Xn) MHO- 
жества А состоит из всех последовательностей вида 
О нЕ... бо 
есть функция примитивно рекурсивная, то график 
P (Xi, ..., Xn) рекурсивно перечислим, а сама функция ф 


частично рекурсивна. 

Обратное утверждение непосредственно вытекает из 
следствия |, так как каждое множество есть область опре- 
деленности своей частичной характеристической функции. 

Следствие: 4. ПР о 
частично рекурсивная функция от т —- п переменных. 
Тогда совокупность А тех т -oK (хи, .. Хт), для которых 
уравнение | 


ЕЕ Е.) --9 


имеет хотя бы одно решение (у, ..., Yn), является рекур- 
сивно перечислимым множеством. 

Согласно теореме о параметризации график функции F, 
если он не пуст, можно представить в виде совокупности 
последовательностей 


(041), мины (09, 


где а; (1), а(1) — подходящие примитивно рекурсивные 
функции. Совокупность А состоит из т-ок (œ, (£), 

.. Am (t) ), где É пробегает совокупность решений уравнения 
a (Г) = 0. Согласно п. 4.2 эта совокупность рекурсивно 
перечислима и потому либо пуста, либо является совокуп- 
ностью значений подходящей примитивно рекурсивной 
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функции P (и). Отсюда видно, что совокупность А либо 
пустая, либо состоит из всевозможных /71-ок вида 


(a, (В (и)), -. -+ ат (В (и)))  (и=0, 1,2, ...). 


Так как функции а; (В (и)) примитивно рекурсивные, 
то совокупность А рекурсивно перечислима, что и требо- 
валось доказать. 

Следствие 5. Совокупность последовательностей 
(Xi, ... Xs), Удовлетворяющих уравнению 


(ха, ...ș IEN (9) 
левая часть которого f есть частично рекурсивная функция 
от Xi, ..., Xg, является рекурсивно перечислимым MHO- 
жеством. 

В самом деле, функция 


a (х) = (x +t=0) 


частично рекурсивная и определенная только для х = 0. 
Следовательно, совокупность решений уравнения (9) сов- 
падает с областью определенности частично рекурсивной 
функции о (f (x1, ..., х,)). Согласно следствию 1 область 
определенности этой функции рекурсивно перечислима, 
что и требовалось. 

6.2. Универсальные частично рекурсивные 
функции. Установленная в предыдущем разделе теорема 
о параметризации позволяет легко доказать следующую 
важную теорему Клини о нормальной форме. 

Теорема 1. Каждая частично рекурсивная функция 
Г (м, ..., Xs) представима в форме 


Е ta a; a n Gw a 


где [ (х) — нумерационная функция из п. 3.3,a Е — под- 
ходящая (зависящая от f) примитивно рекурсивная функция. 

По условию график М функции f рекурсивно перечис- 
лим и, следовательно (п. 4.4), существует примитивно 
рекурсивная функция g (X1, ...,х., Y, а), для которой 


нс. М. YE M = еб Ya dh a) = 0): 
Полагая c (у, а) = видим, что 


ET e.. .3 Ñs, yyEeEM <> 
<> (34) (8 (ха... Xs, E(t), r ())=08& y=1(t)). (2) 
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В частности, если для каких-нибудь хи, ..., Xs, t 
Bu ei ЭРЫ О 
ТО; о РЕ) ев, нач 0) Тех 
то есть 
Ире (8 (£1, -3 Xo, КИ, г(1) =0)) =f (%1 -> хз). (3) 
Формула (3) доказана нами для тех значений X4, ..., Xs, 


для которых левая часть равенства (3) имеет определенное 
значение. Но из (2) видно, что из неопределенности зваче- 
ния левой части формулы (3) вытекает неопределенность 
значения Î (хи, ..., Xs). Поэтому равенство (3) справедливо 
для произвольных значений X4, ..., Xs. Полагая 


E (xis ...5Х», L(t), r (1)) = Е (41r -.., Хай), 


получим формулу (1). 

Замечание. Из доказательства формулы (1) видно, 
что в этой формуле вместо функции Ž (x) можно взять 
«левую» функцию L (x) из любой тройки функций L (x), 
R (x), С (x, y), связанных с какой-нибудь нумерацией пар 
натуральных чисел (см. п. 3.3), лишь бы функции L (x), 
R (x) были примитивно рекурсивными. 

До сих пор мы различали всюду определенные частично 
рекурсивные функции (рекурсивные функции) и общерекур- 
сивные функции, то есть функции, которые могут быть полу- 


чены из простейших функций O,S, Im операциями подста- 
новки, примитивной рекурсии и операцией минимизации, 
производимой лишь над такими функциями, для которых 
результат минимизации является всюду определенной 
функцией. Нам было лишь известно, что каждая общере- 
курсивная функция рекурсивная. Обратное утверждение 
верно. 

Следствие. Каждая рекурсивная функция f обще- 
рекурсивна. 

В самом деле, согласно теореме 1 функция f может быть 
представлена в форме (1), которая показывает, что функ- 
ция f получается из простейших функций операциями 
подстановки, примитивной рекурсии и операцией ми- 
нимизации M, примененной единственный раз к функции 
Е (%1,..., Xs, t). Так как функция f по условию всюду 
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определенная, то функция 
ВО, 0) 


также должна быть всюду определенной, что и требовалось. 

Итак, понятия рекурсивной и общерекурсивной функции 
равносильны. 

Рассмотрим теперь вопрос о построении универсальных 
функций. Пусть $. г обозначает совокупность всех 5-мест- 
ных частично рекурсивных функций. Как уже говорилось 
в п. 5.2, частичная функция U (Xo, X1, ..., Xs) называется 
универсальной для совокупности Yp. r, если p.r состоит 
из функций 


О ар. 


В п. 5.2 была построена общерекурсивная функция 
0311 (п, м, ..., Xs), универсальная для совокупности pr. г 
всех примитивно рекурсивных 5-местных функций. Там же 
было показано, что универсальная функция для класса 
Spr. г Не может быть примитивно рекурсивной, а универ- 
сальная функция для класса всех общерекурсивных 
$-местных функций не может быть рекурсивной. Однако 
для совокупности p.r Частично рекурсивных функций 
положение иное. 

Теорема 2. Существует частично рекурсивная функ- 
ция TS+! (хо, м, ..., Xs), Универсальная для совокупности 
всех 5-местных частично рекурсивных функций. 

А именно, такой функцией заведомо является частичная 
функция. 


О в] бах, 0), (4) 


где 03+? — упомянутая выше общерекурсивная функция, 
универсальная для совокупности всех (Ss -+ 1)-местных 
примитивно рекурсивных функций. Действительно, из фор- 
мулы (4) непосредственно видно, что Т°*' — частично 
рекурсивная ($ + 1)-местная функция. С другой стороны, 
пусть [(%,..., Хх.) — какая-нибудь 5-местная частично 
рекурсивная функция. Представляем ее в форме Клини (1). 
В этой форме функция F примитивно рекурсивная и, следо- 
`этельно, найдется такое число а, что 


О Я а ПН t) 
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для всех значений хи, ...,х., t. Подставляя 
ай (РО КЕ. си Ла 
в формулу (1), получаем 
ст аа 


для всех значений X1, ..., Xs. Следовательно, функция 
Т®*1 (хо, м, ..., Хз) универсальная для совокупности $ò. г. 

6.3. Доопределение функций. Построение нере- 
курсивного рекурсивно перечислимого множества. Частич- 
ная функция E (X1, ..., Xs) называется расширением частич- 
ной функции f (X4, ..., Xs), если в каждой точке, в KOTO- 
рой функция f определена, функция g также определена 
и значение с в этой точке совпадает с значением f, то есть 
если график f содержится в графике g. Всюду определенное 
расширение частичной функции f называется доопределе- 
нием f. Ясно, что каждая частичная функция имеет доопре- 
деление. Дело меняется, если ищутся не произвольные 
доопределения, а рекурсивные. 

Теорема 1. Никакая частично рекурсивная функция 
О (хо, X1, ..., Xs), универсальная для совокупности всех 
5-местных частично рекурсивных функций, не может 
иметь общерекурсивных доопределений. 

Существует одноместная частично рекурсивная Ффунк- 
ция, принимающая лишь значения 0, 1 и не имеющая рекур- 
сивных доопределений. 

Введем частичную функцию 


У (х) = 350 (х, х, ...,^). (1) 


Эта функция частично рекурсивная и принимает лишь зна- 
чения 0 и 1. Допустим, что она имеет рекурсивное доопре- 
деление W (x). 


Рассматривая вместо W (x) $-местную функцию 
WIO жж E W ба) 


и принимая во внимание универсальность функции U, 
видим, что для некоторого числа а и всех значении 
х,..., Х. Имеет место равенство 


Wira 04, tr ke 
| ja 
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Полагая здесь x1 =... = Xs = а и сравнивая результат 

с соотношением (1), получаем противоречивое равенство 
W (а) = sg (а). 


Таким образом, функция V (x) не имеет рекурсивных доопре- 
делений и второе утверждение теоремы 1 доказано. Если бы 


частичная функция U (Xo, №, ..., Xs) имела рекур- 
сивное доопределение Р (хо, X4, ..., Хз), то функция 
sg P (x, x, ..., X) в силу (1) была бы рекурсивным доопре- 


делением V (x), которое, как показано, не существует. Тем 
самым доказано и первое утверждение теоремы 1. 
Теорема 2. Существуют нерекурсивные рекурсивно 
перечислимые множества. 
Рассмотрим универсальную частично рекурсивную функ- 
цию T? (хо, х!), построенную в п. 6.2. Вводим функцию 


Е (х) = $6 T? (x, x). 


Эта функция частично рекурсивная, принимающая лишь 
значения 0, | и не имеющая рекурсивных доопределений. 
Обозначим через Мо совокупность решений уравнения 
Е (x)= 0. Согласно следствию 5 теоремы о графике 
(п. 6.1) множество Мо рекурсивно перечислимо. Докажем, 
что оно не рекурсивно. Пусть, напротив, Мо рекурсивно. 
Тогда характеристическая функция y (x) множества Мо 
была бы рекурсивной. Но y% (x)= 0 там, где Е (x)= 0, 
их (x) = 1 там, где E (x) = 1, то есть х (x) есть рекурсивное 
доопределение функции E (x), которая таких доопределений 
не имеет. Полученное противоречие доказывает теорему. 

Следствие. Существует примитивно рекурсивная 
одноместная функция, совокупность значений которой нере- 
курсивна. 

Действительно, построенное выше множество Mo рекур- 
сивно перечислимое, но не рекурсивное. Поэтому оно 
непустое, а каждое непустое рекурсивно перечислимое мно- 
жество есть совокупность значений подходящей прими- 
тивно рекурсивной функции g (x). | 

Примитивно рекурсивные функции алгоритмически 
вычислимы. Следовательно, существует алгоритм, позво- 
ляющий вычислить значение g (x) при любом x. В то же 
время нерекурсивность совокупности Мо всех значений 


$ 6] ЧАСТИЧНО РЕКУРСИВНЫЕ ФУНКЦИИ 133 


функции g (x) означает, что не существует алгоритм, позво- 
ляющий для произвольного числа а узнать, входит а в Мо 
или нет, то есть разрешимо или нет уравнение g (x) = 

Итак, совокупность значений примитивно рекурсивной 
функции может не быть рекурсивным множеством. Поэтому 
известный интерес представляет тот факт, что совокупность 
значений монотонно растущей общерекурсивной функции 
является рекурсивным множеством (п. 4.1, теорема 3). 

Теорема’ 3. Каждое бесконечное рекурсивно nepe- 
числимое множество А есть совокупность значений подхо- 
дящей общерекурсивной функции g (t), принимающей для 
различных значений Е различные значения. 

Иначе говоря, для каждого бесконечного рекурсивно 
перечислимого множества А существует общерекурсивная 
функция g (t), отображающая взаимно однозначно нату- 
ральный ряд на А 

По условию А есть совокупность значений некоторой 
примитивно рекурсивной функции и (£). Искомую функцию 
g (г) строим следующим образом. Полагаем по определению 


g (0) = и (0). Пусть значения g (0), © (1), ..., в (п) уже 
определены. Тогда берем наименьшее {Г такое, . что 
а (0), g (1), ..., g(n)} и полагаем & (п + = 


= (7). Существование такого значения для É вытекает 
из бесконечности множества А. Поэтому функция g (п) 
всюду определенная. Множество всех ее значений, оче- 
видно, совпадает с множеством значений функции и. Для 
формального доказательства рекурсивности © выразим ее 
через и с помощью основных операций. Положим 


n 
(п) = p (Пи) —и 0# 0). (2) 
Число v (п) есть наименьшее значение #, для которого 


и(П 6 {и (0), и(1),..., и(п)}. 


Сравнивая это с определением функции g (x), видим, что 
g (1) =u (v (0)), g (2) = u (v (v (0))), 
Поэтому, вводя еще функцию w (x) посредством рекурсии 


2 (0)=0, w(n+1)=v (w (n)), (3) 


= 
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будем иметь окончательно: g(x) = и (w (x)) и, значит, 
в силу (2), (3) функция g (x) общерекурсивная. 
В заключение докажем еще одну простую теорему 


о существовании частично рекурсивных продолжений неко- 
торых функций. 


Теорема 4. Если’ функции (и... хи 

6; (м, ... A) (=1,..., п) частично рекурсивные и 
частичная функция h (м, ..., Xs) удовлетворяет условиям 
с о a Aa 

| fa (хи, e.. Kahi если g (X1, a E E, 

i ETA P e E S EO A a Ee O a а T 
|+ Я О В ВЕЕТ 

L T для остальных хи, ..., Хз, 


то h — также частично рекурсивная функция. 

В силу теоремы о графике достаточно показать, что 
график H функции h рекурсивно перечислимый. Обозначим 
через А; совокупность тех последовательностей (X1, 
... Xs, У), которые удовлетворяют уравнениям 


С) 
Ясно, что H есть объединение совокупностей Åi, ..., Ав. 
Левая часть уравнения (4) есть частично рекурсивная 
функция от переменных X4, ..., х..И. Поэтому в силу 


следствия 5 теоремы | (п. 6.1) множество А; рекурсивно 
перечислимое. Из рекурсивной перечислимости множеств 
Åi, ..., А, вытекает рекурсивная перечислимость их 
объединения H, что и требовалось. 

Следствие 1. Если область определенности М 
частично рекурсивной функции f (xı, ..., Xs) рекурсивная, 
то | имеет рекурсивное доопределение. 

По условию характеристическая функция X% множества 
М общерекурсивная. Рассмотрим функцию &, заданную 


схемой 
(жа, EF a R I N A, a E PE №) 09 


И. w=] 0, ет И.) -—1=0 
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Эта функция всюду определенная и согласно предыдущей 
теореме частично рекурсивная. В то же время она является 
расширением функции Î. 

Следствие 2. Если частично рекурсивная функция 
U (Xo, м, ..., Хз) является универсальной для совокупности 
всех $-местных частично рекурсивных функций, то область 
определенности М этой функции есть нерекурсивное рекур- 
сивно перечислимое множество. 

Действительно, множество М, как область определен- 
ности частично рекурсивной функции, рекурсивно nepe- 
числимое. Если бы М оказалось рекурсивным, то согласно 
следствию | функция U была бы рекурсивно доопредели- 
мой в противоречие с теоремой 1. 

6.4. Исследование представления Клини. Ввиду важно- 
сти нормального представления Клини (п. 6.2) представляет интерес 
более детальное исследование этого представления, ‘произведенное 
Сколемом и А. А. Марковым. Прежде всего возникает вопрос: 
нельзя ли в представлении Клини обойтись без внешней функ- 


ции l? Полный ответ на этот вопрос дает - 
Теорема 1 (Сколем [93]). Для того чтобы функция 


(м, ..., Xs) была представима в виде | 
РЖ, <+- Хз) == р (@ (xis -s Xs, Й =0), (1) 
где Q (м, ..., Xg, В — подходящая примитивно рекурсивная функ- 


ция, необходимо и достаточно, чтобы график функции | был при- 
митивно рекурсивным. 

Достаточность очевидна, так как примитивная рекурсивность 
графика f означает, что примитивно рекурсивна его характеристиче- 
ская функция, равная X (x4, ..., X,Y). Но тогда очевидное 
равенство 


на Хз) = у (X(X1s ...› Хз) =0) 
дает сразу же искомое представление } в виде (1). 


Необходимость. Пусть f имеет вид (1). Вводим функцию 


О Е ЗА ОЙ 
n=l i0 : 


B силу результатов п. 3.2 функция G примитивно рекурсивна. 


Кроме того, из формулы (2) видно, что у = f (x4, ..., х.) тогда 
и только тогда, когда у есть наименьший корень уравнения 
G (м, ..., Xg, И) = 0. Следовательно, 

Г (х1, ...) Хз) = а (G (x1, -e.s №8» t)=0). (3) 


Представление (3) имеет тот же вид, что и представление (1). Особен- 
ность состоит в том, что теперь число f (X4, ..., Xs) = Í является 
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единственным решением уравнения С (x4, ..., Xg, £ = 0. Но в Ta- 
ком случае функция sg С (x4, ..., Xs, и) будет характеристической 
функцией графика ] и, значит, этот график примитивно рекурсивен. 

Нам остается показать, что в форме Сколема (1) представима 
не каждая частично рекурсивная функция. Согласно теореме | для 
этого достаточно построить общерекурсивную функцию, график 
которой не является примитивно рекурсивным. 

В качестве исходного материала берем построенную в п. 5.2 
общерекурсивную функцию D (xo, x4), универсальную для COBO- 
купности всех одноместных примитивно рекурсивных функций. 
В качестве искомой функции можно взять функцию 


У (x)=sg D (x, x). 


Действительно, эта функция не может быть примитивно рекур- 
сивной, так как в противном Е для подходящего числа п 


мы имели бы тождество У (x) = D (п, x), из которого получили 
бы соотношение 


D (п, п)=У (п) =58 D (п, п), 


противоречащее определению функции Sg. Характеристической 
функцией графика У является функция 


X (x, y)=sg|y—V (x)|. 


Если бы эта функция была примитивно рекурсивной, то такой же 
была бы и одноместная функция 


X (х, 0) =У (х), 


что противоречит доказанному выше. Таким образом, общерекур- 
сивная функция У (x) не может быть представлена в форме Ско- 
лема (1). 

Чтобы получить характеристику тех функций L, которые 
могут играть роль «внешней» функции в теореме Клини о специаль- 
ной форме (п. 6.2), введем, следуя А. А. Маркову [54], noms- 
тие функции большого размаха. Именно, будем говорить, что 
функция L (x) имеет большой размах, если для каждого натураль- 
ного а уравнение L (x)= а имеет бесконечно много решений. 
Например, функциями большого размаха являются ех» xX, х— [V х]? 
ит. д: 

Лемма 1. Для каждой примитивно рекурсивной функции 
большого размаха L (x) существуют примитивно рекурсивная функ- 


ция R (x) и общерекурсивная функция С (x, у), связанные тожде- 
ствами 


L (C(x, y)) =x, R(C (x, y)) =y, :: 
C(L (x), R(9)=x. 
Иначе говоря, каждая функция большого размаха связана 


с функцией, осуществляющей простую однозначную нумерацию 
пар натуральных чисел (ср. п. 3.3) 
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По условию для каждого значения х уравнение L (у) = L (x) 
имеет бесконечно много решений для у. Пусть Yo, и, Y2, ... 
— эти решения, расположенные в порядке возрастания. Среди них 
должно встретиться и само х: х = yn. Номер п будет функцией от x: 


п = R (x). Таким образом, увсх› = x. Из очевидной формулы 
i 
В (х) =» se LaLa (5) 
1—0 


следует, что функция R (x) примитивно рекурсивна. 
Покажем теперь, что в последовательности 


CL (0), К (0)), (L (1), К(1)›, ..., (L (п), К (п)›, ... (6) 


встречается каждая пара натуральных чисел и только один раз. 
Действительно, из определения функции R (x) выводим, что 
номером произвольной пары чисел (а, В) в последовательности (6) 
служит решение номер b уравнения L (x) = а. 
Теперь легко устанавливается, что функция 


C (x, yY)= pm ((*—L (0-98 (t) |=0) 


связана с функциями L и R тождествами (4). 

Теорема 2 (Марков [54]). Если L (х) — примитивно 
рекурсивная функция большого размаха, то для каждого $ >0 
каждая 5-местная частично рекурсивная функция | может быть 
представлена в виде 


Г (х1, ..., Хз) =L (uz (Е (х1, ...› №8) t) =0)), (7) 


где Е — подходящая (зависящая от f) примитивно рекурсивная 
функция. 

Если для какого-нибудь числа s >> 0 и какой-нибудь примитивно 
рекурсивной функции L (x) каждая 5-местная общерекурсивная 
функция f представима в клиниевской форме (7), то L (x) — функция 
большого размаха. 

Докажем первое утверждение. Согласно лемме | существуют 
примитивно рекурсивная функция R (x) и общерекурсивная функ- 
ция С (x, у), составляющие вместе с функцией L (x) тройку нуме- 
рующих функций. В таком случае согласно теореме Клини о нор- 
мальной форме (п. 6.2, замечание к теореме 1), каждая $-местная 
частично рекурсивная функция f может быть представлена в виде (7). 

Второе утверждение будем доказывать по способу от против- 
ного, а именно, покажем, что для каждой примитивно рекурсивной 
функции L (x), не имеющей большого размаха, существует обще- 
рекурсивная функция f, которую нельзя представить в виде (7). 
По условию должно существовать такое число а, для которого 
уравнение L (x)= а имеет не более конечного числа решений. 
Если это уравнение совсем не имеет решений, то в виде (7) нельзя 
представить даже функцию f (x)= x. Допустим, что уравнение 
L (x) = а имеет решения bj, ..., bm и пусть Î (x) — какая-нибудь 
функция, имеющая вид (7). Как, уже ‘сказано, мы можем считать 
при этом, что для каждого х уравнение F (x, t) = 0 имеет не более 
одного ‘решения t. Мы теперь хотим доказать, что при сделанных 
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предположениях совокупность решений уравнения | (х) =а будет 
непременно примитивно рекурсивным множеством и, значит, 
никакая функция f (x), у которой множество решений указанного 
уравнения не примитивно рекурсивно, не может быть представлена 
в виде (7). Но такую функцию построить очень легко. Например, 
если а = 0, то требуемым свойством обладает функция У (x)= 
—36 D (x, x). Если же а Æ 0, то требуемым свойством обладает 
функция aV (x). | 

Итак, рассмотрим решения уравнения | (x) = а. Их совокуп- 
ность есть объединение решений уравнений 


р: (F (x, t)=0)=b; ((=1, .. m), 


то есть уравнений F (x, 6;) = 0. Поскольку функция F (x, é) 
примитивно рекурсивная, то совокупность решений каждого урав- 
нения F (x, b;) = 0 примитивно рекурсивна (п. 4.1), а потому при- 
митивно рекурсивной будет и совокупность решений уравнения 
f (x) = а, что и требовалось. 


Дополнения, примеры и задачи 


1. Если график всюду определенной функции рекур- 
сивный, То функция также рекурсивная. Существует не примитивно 
рекурсивная всюду определенная функция, график которой прими- 
тивно рекурсивен (см. функцию И; (Q = 0) в формуле (1) из п. 6.4). 

2. Обозначим через min; (f (x, # = 0) наименьшее из peme- 
ний é уравнения f(x, Г) = 0, если решения ‘существуют. Если 
же решений нет, то значение указанного выражения будем считать 
неопределенным. Оператор min; отличается от оператора миними- 
зации u. Например, 


uz (— (х 1) =0) =неопр., 
min; (t—(x+1)=0)=x+1. 


Построить такую частично рекурсивную функцию F(x, ć), 
для которой функция 


g (х) = пит: (f (x, t)=0) 
не является частично рекурсивной. 


3. Частичная функция | (%4, ..., Xn) тогда и только тогда 
представима в форме 
f (X1, -<3 Xn) = pt (E (Xis ..., Xn, t)=0), (a) 


где g — подходящая общерекурсивная функция, когда график f 
рекурсивный. (Для доказательства необходимости заменить g в (а) 


функцией g*, для которой уравнение g* (X4, ..., Xn, № = 0 имеет 
не более одного решения Е, после чего будем иметь f (%) =у <> 
<> g* (£, y) = 0, где положено $ = (x4, ..., Xn?) 


Частичная характеристическая функция множества М тогда 
и только тогда представима в виде (а), когда М рекурсивно. 

4. Элементарными по Кальмару [38] функциями назы- 
ваются всюду определенные функции от произвольного числа аргу- 
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ментов, которые можно получить из функций р а. 
с помощью конечного числа операций подстановки, суммирования 
и мультиплицирования (см. п. 3.1). 

Ясно, что все элементарные по Кальмару функции примитивно. 
рекурсивны. Обратное неверно. Пусть функция & (а, п) опреде- 


ляется рекурсией & (а, 0) = 1, Ẹ (а, n+ 1) = а`@%. Показать, 


что каждая элементарная по Кальмару функция Ff (м, ..., Xn) 
удовлетворяет неравенству 
Г (%1, Я < Е (2+4 Ел» ©), (b) 


где с — константа (зависящая OT f). Отсюда, в частности, следует, 
что функция & (x, у) не элементарна (ДБерецки [7]. 

Верно ли, что каждая примитивно рекурсивная функция F, 
удовлетворяющая неравенству вида (b), элементарна? | 


5. Говорят, что функция f (xi, ..., Xn) получается явной 
трансформацией из функции g (X4, ..., Xm), если 
f (x4, E tn) =E n ...9 т) 
где каждое и; — или константа, или какая-то переменная Xj. 
Функция | (%1, ..., Xn, X) называется возникающей из функций 


g, h, я ограниченной рекурсией, если 
F (x1; ..., Xn, O) S8 (x1, .. -5 Xn), 
Е, e ar e FA A 
о ев 


Показать, что элементарные по Кальмару функции — это те и толь- 


ко те функции, которые можно получить из функций x + 1, x” 
конечным числом явных трансформаций и ограниченных рекурсий 
(А. Гжегорчик [21]. 

6. Функцией, элементарной по Сколему [95], называется 
функция, которую можно получить из функций 1, Ih, x+ y, x >y 
операциями подстановки и суммирования из п. 3.1. Легко видеть, 
что функции ху, [х/у], L(x), г (x), Г (x, y) элементарны по Ско- 
лему. Показать, что каждая элементарная по Сколему функция 
Г (м, . . ., Xn) удовлетворяет неравенству вида 


f (Xis -c Xn) «5-м... 2), 
где с— константа, зависящая OT f. В частности, элементарные 


х 
по Кальмару функции 2%, 22?” не элементарны по Сколему. 

7. Класс Я некоторых общерекурсивных функций назовем 
достаточным, если для любого п каждая непустая рекурсивно 
перечислимая совокупность N-OK чисел является совокупностью 
п-ок вида 


О 


где © (1),..., би (1 — подходящие функции класса Я. Напри- 
мер, заведомо достаточным является класс всех примитивно рекур- 
сивных функций. Возникает задача о нахождении других, по воз- 
можности более простых и узких достаточных классов. 
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Анализируя доказательство теоремы о графике частично рекур- 
сивной функции (п. 6.1), показать, что класс элементарных по Ско- 
лему функций является достаточным. 
| 8. В каждом бесконечном рекурсивно перечислимом множестве 

содержится бесконечное рекурсивное подмножество. Существуют 
бесконечные рекурсивно перечислимые множества, не содержащие 
бесконечных примитивно рекурсивных множеств (см. следующую 
задачу). 

9. Пусть A — совокупность значений функции Аккермана 
А (x) из п. 5.3. Эта совокупность рекурсивная. Показать, что 
J не может быть совокупностью значений никакой примитивно 
рекурсивной функции f (x), принимающей различные значения при 
различных значениях аргумента. (Допустим противное. Так как 
А (х) монотонно возрастает, то на отрезке натурального ряда 
0, 1|,..., A (x) содержится ровно x + 1 чисел множества M. 
Берем числа f (0), f (1), ..., f (x). Если они все лежат на указан- 
ном отрезке, то самое большое из них совпадает с А (х). Если нет, 


то самое большое из них больше А (x). Поэтому, полагая g (x) = 
X 


=>) f (i), будем иметь А (x) < g (x) для всех значений x. Ввиду 
1=0 

примитивной рекурсивности функции g (x) указанное неравенство 

противоречит основному свойству функции Аккермана — расти 

быстрее всякой примитивно рекурсивной функции.) 

10. Пусть F, С@—частично рекурсивные одноместные функ- 
ции, А — объединение областей определенности этих функций. 
Показать, что определенная ниже функция Н имеет своей обла- 
стью определенности множество А и в каждой точке х Е А значе- 
ние H (x) или совпадает с F (x), или совпадает с G(x). 

Пусть области определенности функций Ри G суть множества 
значений примитивно рекурсивных функций f (x) и соответствен- 
но g (x). Полагаем 


h (ху = (F (=x V (F (0 Æ х& g (t)=x)), 
(F(x), ecm f (h(x) =x, 
HPR | G (x), если в (в (х)) =x. 


Аналогичное построение проходит и для функций от большего 
числа переменных (см. п. 7.3). 

11. Основываясь на глубокой теореме (см. $ 16) о представимости 
рекурсивно перечислимых совокупностей п-ок чисел в экспонен- 
циально диофантовой форме, Девис [25] показал, что суще- 
ствуют функции P (x), g (x, y, 2), h(x, Y, 2), возникающие конеч- 
ным числом подстановок из функций 0, '11,, xy, 2%, L(x), r(x), такие, 
что каждая одноместная частично рекурсивная функция f(x) 
представима в форме 


f (x)=P (ра (g (п, x, t)=h(n, x, 1))). 


12. Бинарное отношение <, определенное на натуральном 
ряде, назовем простым конструктивным расположением натураль- 
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ных чисел, если существует общерекурсивная функция O (x), 
значение которой с (п) есть «ближайшее за п большее число» в смыс- 
ле порядка < и если отношение < упорядочивает натуральные 
числа в простую последовательность, то есть если все натуральные 
числа содержатся в последовательности 


а« в (а) < с (в (а))<...« 01а) <... 


Показать, что каждая общерекурсивная функция f (x) пред- 
ставима в форме | (x) = g (2%), где g определяется схемой 


g (а) = а, (a) 
g (x)=h (x, g (а (х))) (x+Æa). 


Здесь а — наименьшее число в подходящем конструктивном про- 
стом порядке, (х) и h (x, у) — примитивно рекурсивные функ- 
ции, причем Q (x) < x для x+ а (см. Лю [49], Майхил [58]. 

13. Показать, что существуют общерекурсивные одноместные 
функции, не представимые в виде ф (g (х)), где ф примитивно рекур- 
сивная, а g определяется схемой (4%) из предыдущей задачи (Пробле- 
ма Раутледжа. Решение см. Лю [48]). 


ГЛАВА IV 
НУМЕРОВАННЫЕ СОВОКУПНОСТИ 


Для того чтобы понятия рекурсивности и рекур- 
сивной перечислимости перенести из области натуральных 
чисел в область более сложных объектов — п-ок чисел, — 
мы предварительно занумеровали все п-ки натуральными 
числами. В данной главе метод нумерации будет рассмот- 
рен в общем виде. Он позволяет глубже вскрыть природу 
алгоритмических процессов и прямым путем приводит 
к решению многих интересных проблем. Впервые метод 
нумерации для решения фундаментальных вопросов мате- 
матической логики был применен К. Геделем, вследствие 
чего многие важные нумерации обычно называются нуме- 
рациями Геделя. При более детальном изучении конкрет- 
ных нумераций Геделя целесообразно, однако, ввести 
особые названия для И, из этих нумераций, что 
ниже и сделано. 


$ 7. НУМЕРАЦИИ СОВОКУПНОСТЕЙ МНОЖЕСТВ 
И ФУНКЦИЙ 


Изучение нумераций произвольных совокупно- 
стей объектов мы начнем с подробного изучения специаль- 
ных нумераций совокупностей всех одноместных частично 
рекурсивных функций и всех рекурсивно перечислимых мно- 
жеств, которые будем называть нумерациями Клини и Поста. 

7.1. Универсальные функции Клини. При де- 
тальном изучении свойств частично рекурсивных функций 
удобнее пользоваться не универсальными функциями 
ТГ" (хо, м, ..., Xn), построенными в п. 6.2, а особыми 
функциями Клини, к определению которых мы и перейдем. 
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Введем стандартное обозначение. 


[x, y]=c (I(x), e(r (x), 9), (1) 


где c(x, у) — канторовский номер пары (x, и), a L(x) 
и Г(х) — левое и правое число пары с номером x (n. 3.3). 
Из тождеств 


с (1(х), г(х)) =x, Це, у), г(с(х, y))=y 


и формулы (1) непосредственно следует, что если [х, у] = 


==, ТО 
x =c¢ (l (п), Кг (п))), 
у=г(г(п)). 
Поэтому, ВВОДЯ обозначения 
[мы =C (Ех), Кг (х))), [2 = Г (r (х)), 
будем иметь тождества 
[xla [xl] =x, Их, f [х, yll22 = y, 


показывающие, что функция [х, yl, так же как и функция 
Кантора с (x, у), осуществляет взаимно Е нуме- 
рацию пар натуральных чисел. 

Положив еще по определению 


[Хз ЗЕ ВЕ ое 


(3) 
получим взаимно однозначную нумерацию 5-ок чисел. 
Решая уравнение 


(2) 


Ех (4) 
относительно X1, .. ., Х., будем иметь 
x= [.. . [Х] 24а +. - 24° 
Ха = [[-.. Hk] <- [2422 (5) 
Xs = [Х]22 


Правые части этих равенств обозначим соответственно | 
через [х].., ..., [x]ss. Тогда из (4), (5) получим тождества 


[Х] ва, e...) [x]ss] = X, [х4, ...у Xsllsi = Ñi. 
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Отметим еще тождество 
[xis ое) Xm, Xm+1, ...9 Xa = [[x4, ..e.9 ый Хт-+1) .. 9 Kh 


(6) 
непосредственно вытекающее из (3). 

Функции Кантора с(х, и), L(x), г(х) — примитивно 
рекурсивные функции, выражающиеся через свои аргу- 
менты при помощи элементарных арифметических опера- 
ций +, xXx, +, [Iy], [z]. Формулы (1), (2) показывают, 
что такими же будут и функции lx, у], [х];;. 

Теперь мы вместо универсальных функций TSH (хо, хи,... 
..., Хз), построенных в п. 6.2, введем следующие функ- 
ции Клини: 


K? (хо, x1) =T? (L (xo), с (r (xo), x1)), 


K+ (хо, Xis e © %9 %5) SR ([хо, Kil, X93 e e .9 xy) (7) 
ее 

Из тождества (6) вытекает важное соотношение 
Kett (Хо esy №) <. ([Хо, РЕН Yh Xs+is +.) Pah (8) 
связывающее функции Клини, имеющие разные числа 

аргументов. 

Лемма 1. Функция Kaunu К? (xı, ..., Xs) связана 
с универсальной функцией T° (хо, X1, ..., Xs) тождеством 
К? (c (Хо, Xil Xas e.. Хз) = T$ (хо, Xis e. æ .} ti: (9) 


Прежде всего заметим, что нумерации c (x, y) и [х, у] 
удовлетворяют своеобразному закону ассоциативности 


C (£o, C (Z1, 25)) = [C (Xo, X1), ХЗ, (10) 
легко проверяемому с помощью тождеств, связывающих 
функции [(х), r(x), [х, yl. Далее имеем 

К? (с (хо, x1), x2) = T? (хо, С (X1, Х2)) =T? (Xos X1, X4). 
Аналогично, 
КЗ (с (xo, Xh Xa, хз) =К (с (хо, х1), Х|, му — 
= К? (с (хо, С (x1, Х2)), Хз) = T? (Xo, С (ха, x2), хз) = 
=“ (Хо» Х1, Хэ» Хз) 
ит. 
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* 


Теорема. 1. Функция Kaunu К”* (хо, м, ..., Xn) 
является частично рекурсивной функцией, универсальной 
для совокупности всех п-местных частично рекурсивных 
функций OM х,..., Ж. 

Пусть f (1, ..., Xn) — какая-нибудь частично рекур- 
сивная функция. Из универсальности функции Т”*? сле- 


дует, что при некотором фиксированном а будем иметь 
тождество 


0-x+ f(x, т t = TEHA, > AEE A ..., era 
Say nti (с (а, AN Xis WS Nite 


Полагая в нем х = 0 и обозначая число с (а, 0) через b, 
получим тождество 


о Е Е 


которое и доказывает, что функция K”! (Xo, X4, ..., Xn) 
универсальна для частично рекурсивных функций от пере- 
менных а, си №. 

7.2. Нумерация Клини. Ставя каждому нату- 
ральному числу п в соответствие одноместную функцию 
К” (п, х), мы получим отображение множества всех нату- 
ральных чисел М на совокупность всех одноместных 
частично рекурсивных функций. Это отображение мы будем 
далее называть нумерацией Kaunu и обозначать через x. 
Там, где не возникнет опасность наложения обозначений, 
мы будем вместо КЗ“ (хо, Xi, ..., Xa) писать просто 
"K (Xo, м, ..., Х.). Число п называется клиниевским HOME- 
ром функции К (п, х), которая будет обозначаться также 
через xn и иногда через К». 

Теорема 1. Для каждой частично рекурсивной 


функции | (x) существует такое фиксированное число а, 
umo все числа последовательности 


[а, 0], ак [И (1) 


будут клиниевскими номерами функции f(x). 

По условию [(х) = К (п, x). Так как К (xo, Y, x) — 
универсальная функция, то найдется такое число а, что 
при любых значениях переменных Y, X 


0-y+f(x)=K (а, у, x)= K (la, y], x). 


10 А. и. Мальцев 
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Поэтому последовательность (1) действительно состоит из 
номеров f(x). 

Рассмотрим следующую задачу: даны клиниевские 
номера функций f (x) и g (x). Требуется найти клиниевские 
`номера их суммы и суперпозиции. 

Рассуждаем так. Берем следующие функции от пере- 
менных и, U, X: 


К (и, х) + К (v, x), К(и, K (v, х)). 


Так как К (xo, и, 9, х) — универсальная функция, 
то найдутся такие числа а, b, что тождественно относи- 
тельно и, U,- xX 


К-(и, ху RO х) =К(а, и их) =К(, и, ч], 4), 
К (и, К (v, х)) =К (b, и, v, x)= K (1, и, v], x). 


Следовательно, если т, п — номера функций f, g, то числа. 
[а, т, п], [b, т, п] заведомо будут номерами f +g u F (g (х)). 
Аналогичные утверждения имеют место для и-операции, 
операции примитивной рекурсии и других операций. 
Несмотря на простоту доказательства, следующая тео- 
рема играет значительную роль во многих рассуждениях. 
Теорема 2 (теорема Клини о неподвиж- 
ной точке). Для каждой частично рекурсивной функции 


h (м, ..., Xn, Xn41) существует такая примитивно рекур- 
‘сивная функция g (Xi, ..., Xn), что 
xh (i e... Xna g (хи, ...9 №) SUE (хи, ...9 жа: (2) 


В частности, для каждой частично рекурсивной функ- 
ции h(x) существует такое число а («неподвижная точка» 
отображения h), что 


| _ хй (а) = жа. (3) 

Докажем первое утверждение. Рассмотрим вспомога- 

_ тельную функцию К (Й (ж, ..., Жь, Ц, И, м, ..., м), Ш. 
Из универсальности функции К (Xo, Y, Xi, ..., Xn, É) сле- 


дует, что при подходящем числе а имеем тождество 
K (la, у, Xis ee; tyh H 
=K (h (х1, e.. Ñns [Y, Y, Xis., Xit): 1). 


елагая здесь = Ша ще: 
.., Xn), получим искомое тождество (2). Соотношение (3) 
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можно рассматривать как частный случай соотношения (2) 
при n = 0. | 

В связи с нумерацией Клини естественно возникает 
вопрос о том, какие свойства частично рекурсивных функ- 
ций можно эффективно распознать по номерам функций. 
Например, естественно спросить, существует ли алгоритм, 
позволяющий для произвольного N узнать, является ли 
функция с номером п нигде не определенной, тождественно 
равной нулю, примитивно рекурсивной и т. п. В точных 
терминах этот вопрос можно изложить следующим обра- 
зом: является ли рекурсивной совокупность клиниевских 
номеров нигде не определенной функции, тождественного 
нуля, всех примитивно рекурсивных функций? Нижесле- 
дующая теорема дает отрицательный ответ на все эти 
вопросы: никакое нетривиальное (то есть присущее неко- 
торым, но не всем функциям) свойство одноместных час- 
тично рекурсивных функций не может быть эффективно 
распознаваемым по клиниевским номерам функций. Иными 
словами, справедлива следующая 

Теорема 3 (Райс 181]. Если © — непустое 
семейство одноместных частично рекурсивных функций, 
отличное от совокупности всех таких функций, то множе- 
ство клиниевских номеров функций, принадлежащих ©, 
не может быть рекурсивным. 

Пусть, напротив, множество А клиниевских номеров 
всех функций из © рекурсивно. Тогда рекурсивным будет 
и множество А’ клиниевских номеров всех функций, не 
принадлежащих © (А’Ш— дополнение А). По условию 
и в © и вне © функции есть. Поэтому Аи А’ не пусты. 
Выберем в А и А’ по одному числу а, В и определим сле- 


дующую функцию 


а, EA, 
8 (х) = b, хЕА. (4) 


Согласно теореме 4 (п. 6.3) функция g (x) общерекур- 
сивна. Применяя теорему о неподвижной точке, приходим 
к выводу, что должно существовать число п, для которого 


xg (п) = хп. (5) 
10* 
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Какое из множеств А, А’ содержит п? Если ПЕЛА, 
то при помощи (5) получаем 


ПпЕА „пе = ко (п) ЕС. (6) 
С другой стороны, принимая во внимание (4), имеем 
пЕА > 5 (п) =6=> ид (п) = ЕС’. (7) 


Заключения (6) и (7) противоречат друг другу и потому п 
не может принадлежать А. Меняя ролями множества А 
и А’, получим, что п не может принадлежать А’. Мы полу- 
чили противоречие, так как каждое число должно входить . 
либо в А, либо в его дополнение А’. Теорема 3 доказана. 

Итак, совокупность всех клиниевских номеров всех 
функций любого нетривиального семейства функций © 
не может быть рекурсивным множеством. Однако для 
некоторых частных семейств © совокупность А будет 
рекурсивно перечислимой. Мы сейчас не будем заниматься 
разысканием всех семейств ©, обладающих указанным 
свойством (см. задачи 9, 10 в конце этого $), а ограничимся 
лишь следующим очевидным утверждением. 

Теорема 4. Множество А клиниевских номеров всех 
одноместных частично рекурсивных функций, причимаю- 
щих в данной точке х = а данное значение 6, рекурсивно 
перечислимо. Множество В всех клиниевских номеров всех 
непустых *) функций также рекурсивно перечислимо. 

В самом деле, множество А есть множество решений 
уравнения К (у, а) = 6. Ввиду частичной рекурсивности 
функции |K (y, а) — b| это множество рекурсивно nepe- 
числимо (следствие l теоремы 1 (п. 6.1)). Аналогично дока- 
зывается и рекурсивная перечислимость множества В номе- 
ров непустых функций. 

Согласно теореме Райса множества А и В нерекурсивны. 
Таким образом, в дополнение к примеру, построенному 
вп. 6.3, мы получили серию новых рекурсивно перечисли- 
мых нерекурсивных множеств. 

7.3. Нумерация Поста. Так как каждое рекур- 
сивно перечислимое множество есть совокупность значений 


*) Пустой называется функция с пустым графиком, т. е. нигде 
не определенная функция. 
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подходящей частично рекурсивной функции и совокупность 
значений каждой частично рекурсивной функции есть 
рекурсивно перечислимое множество, то, называя сово- 
купность значений функции К (п, x) при x = 0, 1, 2, 
множеством с номером п, мы получим нумерацию всех 
`рекурсивно перечислимых множеств. Эта нумерация назы- 
вается нумерацией Поста и будет далее обозначаться 
символом m. В частности, символами NN или л„ будет 
обозначаться множество с номером M, т. e. совокупность 
значений указанной выше функции К (п, x). 

Между нумерациями Клини и Поста существует простая 
связь,. часто позволяющая из свойств одной нумерации 
получать свойства другой. А именно, если А — какое- 
нибудь рекурсивно перечислимое множество, то постовским 
номером А является клиниевский номер каждой частично 
рекурсивной функции, совокупность значений „которой 
совпадает с А. Таким образом, если совокупности всех 
клиниевских номеров отдельных функций называть кли- 
ниевскими кирпичами, а совокупности постовских номеров 
рекурсивно перечислимых множеств — постовскими кир- 
пичами, то каждый постовский кирпич будет блоком, 
составленным из цельных клиниевских кирпичей. Ясно, 
что для каждого непустого рекурсивно перечислимого 
множества А существует бесконечно много частично рекур- 
сивных функций, имеющих А своим множеством значений. 
Поэтому каждый постовский кирпич, отвечающий непу- 
стому множеству, состоит из бесконечного множества кли- 
ниевских кирпичей. Исключение составляет лишь постов- 
ский кирпич, отвечающий пустому множеству. Он в точ- 
ности совпадает с клиниевским кирпичом, отвечающим 
нигде не определенной функции. Отсюда, в частности, сле- 
дует, что множество постовских номеров всех непустых 
множеств совпадает с множеством клиниевских номеров 
всех непустых функций и TONNY это множество рекур- 
сивно перечислимо. 

Рассмотренное соответствие между клиниевскими и 
постовскими кирпичами показывает также, что теорема 
Райса справедлива и для постовской нумерации. 

Заметим еще, что совокупность постовских номеров всех 
множеств, содержащих данное число а, является рекурсивно 
перечислимой. 


150 НУМЕРОВАННЫЕ СОВОКУПНОСТИ [ГЛ. IV 


Действительно, совокупность эта совпадает с совокуп- 
ностью тех значений п, для которых уравнение К (п, х) = а 
имеет хотя бы одно решение х. Ввиду частичной рекурсив- 
ности функции К указанная совокупность рекурсив- 
но перечислима. | 

Предикат P (x1, ..., Xn) называется рекурсивно nepe- 
числимым, если рекурсивно перечислимо множество 
тех п-ок (х!,..., №»), для которых предикат P истинен. 
Частичной характеристической функцией предиката 
P будем называть частичную функцию Хх (X1, ..., Х»), 
равную 0 на тех п-ках, на которых предикат P исти- 
HEH, и неопределенную там, где предикат P ложен. 
Из следствия 3 (п. 6.1) видно, что предикат Р тогда и только 
тогда рекурсивно перечислим, когда его частичная харак- 
теристическая функция частично рекурсивна. - 

Более тонкие и более специфичные свойства рекурсивно 
перечислимых предикатов дают две следующих теоремы. 

Теорема 1 (O представлении предика- 
тов). Для каждого рекурсивно перечислимого предиката 


P (x1, ..., Xn41) существует такая примитивно рекурсивная 
функция h (x2, ..., Xn41), ЧТО 

ПА 2, Ан СЕ >. Хы) (1) 
для всех значений Ki ..., м. 


Рассмотрим сначала случай п = 1. По условию гра- 
фик предиката P (x, у) можно представить в виде 


= 01) 9—=% 6) О Е (2) 
где о, W — подходящие примитивно рекурсивные функции. 
При заданном у все значения Í, удовлетворяющие BTO- 
рому из уравнений (2), можно представить (ср. п. 4.2) 
в виде 
=u sg |w (u)— y |+sg|w (и) — y| p, ( (г) =у). (3) 
Подставляя вместо # выражение (3) в формулу x = v (t), 
получим формулу вида x = F (y, и), где Е — частично 
рекурсивная функция от Y, и. Функцию F (y, и) можно 
представить при подходящем числе а в виде К (a, y, и) 
и, значит, 
P(x, у) <> (Зи) (К (а, yl, и) =х) 
HJIH | 
P (x, у) <> хЕл[а, yl. 
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Итак, для n = 1 теорема 1 доказана. Пусть теперь 
п>1. Обозначим через О (xı, у) предикат P (xi, Ул, . 
..., [И] т). По только что доказанному существует прими- 
тивно рекурсивная функция g (у) такая, что 


Q (х1, Y) <> x€ Tg (у). 


Подставляя сюда вместо у выражение [х2,..., Xa+1l, 
получим требуемое утверждение (1). 

Теорему 1 иногда формулируют в следующем виде: для 
каждой частично рекурсивной функции Е (%,..., Xn41) 
существует такая примитивно рекурсивная функция 
h (X2, ..., Xn41), что для любых фиксированных значений 
Х2,..., Xn+1 МНОЖество значений x, удовлетворяющих ypas- 
нению F (x, хо, ..., Xn41) = 0, имеет постовский номер 
(Е, ЯН: 

Чтобы свести эту новую формулировку к старой, доста- 
точно рассмотреть предикат P, определяемый формулой 


Ре 0 


и применить к Р теорему 1. 

В качестве одного из приложений этой теоремы дока- 
жем такое 

Следствие. Существуют такие примитивно рекур-. 
сивные функции и (x, y), v (x, у), что для любых чисел т, п 


Лт N Nnr = My (m, т) 
Лт U Tn = Tum, n)’ 


Согласно определению m есть совокупность тех зна- 
чений {, для которых уравнение К (т, x) = t имеет pene- 
ние х. Аналогично, л„ есть совокупность тех значений &,. 
для которых уравнение К (п, у) = Е имеет какое-то peme- 
ние у. Отсюда видно, что множество Npn [|n состоит из 
тех значений É, для которых уравнение 


|К (т, x)—t|+|K (п, y)—t|=0 


имеет решение (х, у). Согласно следствию 4 теоремы 
о параметризации частично рекурсивных функций (п. 6.1) 
совокупность P троек (т, п, t), для которых указанное 
уравнение имеет решение (x, у), является рекурсивно 
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перечислимой. По теореме 1 существует примитивно рекур- 
сивная функция V (т, п), для которой 


(т, ЕР 1ЕЯ ть 


но это и значит, что Лт [|] ль = Mo (m, п). 
_ Докажем второе утверждение. Введем функцию 


: xX 
( K(m, Z) если х четно, 
@ (т, п, x)=] ни 
К ( =) ‚ если х нечетно. 


Согласно теореме о кусочно заданных функциях (п. 6.3) 
функция G (т, п, x) частично рекурсивна. Множество ее 
значений при х=0, 1,2,... есть лил». Ищем такое 
число а, чтобы для всех M, N, X 


С (т; п, х)=К(а, т, п, х)=К(а; т, п], Хх): 


Совокупность значений функции К (la, т, n], x) есть 
Tia, т, п]. Таким образом, 


Лт E Tn = Л[ а, т, n] 


и, следовательно, в качестве искомой функции и (т, п) 
можно взять функцию la, т, п]. 

В. каком-то смысле аналогом для теоремы Клини о непо- 
движной точке (п. 7.2) является следующая - 

Теорема 2 (теорема Майхила [57] о meno- 
движной точке). Для каждого рекурсивно перечислимого 
предиката P (x4, ..., Xn+1) существует такая примитивно 
рекурсивная функция g (Xə, ..., Xn), что 


а Е. м Ay 


для всех значений м, ..., Xn- 

В самом деле, согласно теореме l найдется такая при- 
митивно рекурсивная функция А (X2, ..., ль +1), что будет 
иметь место соотношение (1). Применяя к функции 
A (X2, ..., Xn+1) теорему Клини о неподвижной точке, заклю- 
чаем, что для подходящей примитивно рекурсивной функ- 
ции g (X2, :.., Xn) будем иметь 


р E a a A) (5) 
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Но для любых чисел а, b равенство ха = xb влечет равен- 
ство ла = nb. Поэтому из (5) имеем 


В О a R a a An u O 
Наконец, подставляя в соотношение (1) вместо Xn+1 выра- 
жение g (X2, ..., Xn), с помощью равенства (6) получим (4). 


В дополнение к теореме о кусочном задании функций 
из п. 6.3 мы сейчас докажем более общее предложение, 
полезное при построении частично рекурсивных функций, 
продолжающих заданные при определенных условиях. 

Теорема 3 (0 совместном продолжении). Густь 
заданы частично рекурсивные функции Е; (x, у) с областями 
определенности А; (i= 1, ..., Г). Существует частично 
рекурсивная функция F (x, Y, 21, ..., Zr), удовлетворяющая 
О требованиям: 

а) Е определена для тех и только тех значений x, у, 
Zi, ..., 2», для которых выполнено хотя бы одно из условий 


LERA еЕЛ (п) 


6) для каждых X, Y, Zi, ..., г, изобласти определенности 
функции Е существует такое i, что x Е пд; и 


уе Ри). 


Функцию F, удовлетворяющую условиям а), 6), можно 
определить, например, следующим алгоритмом. Пусть зада- 


ны какие-нибудь числа X, Y, 21, ..., Zr. По условию сущест- 
вуют регулярные процессы, позволяющие находить элемен- 
ты множеств 41, ..., År, па, ..., Л... Делаем первые шаги 


в этих процессах, затем последовательно делаем вторые 
шаги и т. д. В результате некоторых шагов будут получать- 
ся элементы упомянутых множеств, а некоторые шаги будут 
давать промежуточные результаты. Получив после какого- 
нибудь шага число х из некоторого mZ; или пару чисел 
(x, Y) из Åi, мы проверим, не будет ли среди всех получен- 
ных, в том числе и на предыдущих шагах, чисел, пар чисел 
и информаций вида а Е wz, (а, b) Е А; для какой-нибудь 
{-й пары утверждений x € nz; (x, у) EA: Как только 
такая пара найдется, процесс прекращается и вычисляется 
значение F; (х, y). Это и будет значением выражения 
F (x, Y, 2,..., Zr). Если указанный процесс не обрывается, 
то F(x, Y, Zi, ..., Zr) считается неопределенным. 
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Ясно, что построенная таким образом функция F удовле- 
творяет требованиям теоремы 3. Значения F вычисляются 
посредством процесса, имеющего алгоритмический харак- 
тер. В силу тезиса Чёрча (п. 2.3) мы можем верить, что 
функция F частично рекурсивна. Однако для формального 
доказательства частичной рекурсивности функции F надо 
все же выразить F при помощи операций подстановки 
и и-операции через рекурсивные функции, то есть перело- 
жить приведенное выше определение функции F на язык 
формул. Это мы теперь и сделаем. 

Ищем такие числа ai, ..., Qp, чтобы 


КАНЕ. 
Представим график функции w = К (п, И) в параметри- 
ческой форме: 

п=[ (0, y=g(t) w=h(t), 
где f, g, h — подходящие рекурсивные функции (п. 6.1). 

В каждый момент времени # находим числа } (t), g (t), 

h (Г) и запоминаем следующую информацию: 


h (t)=K (F (0, &(1)), h(t) Enf (0). 


В соответствии с изложенным ищем наименьшее &, 
при котором для подходящего i, 1 <{<.г, было бы 


h (и) =х, f (U) = Zi f(v) = [a;, x], g(v)=y, 
где u = [tla, v = [żlz22 (см. п. 7.1). Вводя функции 
(Е) = Фе 2 
=|x—h (u)|+ |f (и) — 2-7 (о) — ав «Иа (9) — yl, 
мы сможем искомое значение Ź представить в виде 
ОИ, Вы, ры O e M). 


Зная #*, мы должны найти еще то значение Í, при KOTO- 
ром Ф; (Е*) = 0, после чего положить функцию F равной 
величине выражения РЕ; (х, у) = h (0 (#*)). Но это 
будет достигнуто, если мы по определению положим 


Е. Y, 21, ..., Zr) S h (v (1 SH 
Функция F получается из рекурсивных функций f, 5, 
h подстановками, и-операцией и операциями -+, —. Поэтому 


функция F частично рекурсивна, что нам и требовалось. 
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В. теореме 3 указаны функции F; (x, y) лишь от двух 
переменных. Однако ясно, что сама теорема и ее доказа- 
тельство остаются истинными и в случае, когда задаются 
функции РЁ; (х, Yi, ..., Ут), содержащие любое число napa- 


метров м; -> n Ym - 
Заметим еще, что теорема 3 останется верной и в том 


случае, если в ее формулировке условия X Е NZ; заменить 
условиями fi (х, Y, 21, ..., Zr) = 0, где f; — какие-нибудь 
частично рекурсивные функции, так как в силу п. 7.3 
условия f; = О равносильны условиям вида xE пд; 
(Y, 21,..., Zr), TAE qi — подходящие рекурсивные функции. 


7.4. Однозначные нумерации. Нумерации Клини 
и Поста занимают исключительное место в теории алгоритмов благо- 
даря тому, что, имея какой-нибудь алгоритм для вычисления значе- 
ний функций fo (х), fi (х), ... или чисел множеств Sg, S4. <; 
мы всегда можем найти такую примитивно рекурсивную функцию 
ọ (п), что ọ (п) будет клиниевским номером функции fn (x) или 
соответственно постовским номером множества Śp. Конечно, нуме- 
рации Клини и Поста — не единственные из нумераций, обладаю- 
щих этим свойством. Все нумерации, обладающие указанным свой- 
ством, носят общее название геделевских нумераций. В известном, 
точно определенном смысле все геделевские нумерации изоморфны 
друг другу (см. п. 9.3) и все они достаточно сложны. Как мы видели, 
каждая частично рекурсивная функция и каждое рекурсивно 
перечислимое множество имеют в нумерациях Клини и Поста нере- 
курсивные совокупности номеров. Естественно возникает вопрос: 
нельзя ли построить такую нумерацию всех рекурсивно перечисли- 
мых множеств (или частично рекурсивных функций), при которой 
каждое рекурсивно перечислимое множество (частично рекурсив- 
ная функция) имело бы в точности один номер, и вто же время чтобы 
по номеру п множества (функции) В НОВОЙ ‚нумерации можно было 
посредством алгоритма найти постовский (клиниевский) номер 
ф (п) этого множества (функции)? В 1958 г. Фридберг [108] 
показал, что такие однозначные нумерации рекурсивно перечисли- 
мых множеств и всех частично рекурсивных функций действительно 
существуют. Ниже эти результаты излагаются в слегка обобщен- 
ной форме. 

Пусть © — какая-то непустая система рекурсивно перечис- 
лимых множеств. Произвольное отображение Q совокупности нату- 
ральных чисел N на систему С называется нумерацией ©. Через 
œ (n) или ап обозначается то множество из ©, которое отвечает 
числу п при отображении %. Число п называется %-номером ‘множе- 
ства QN. 

Нумерация 0 называется вычислимой (Успенский ' [103]), 
если существует общерекурсивная функция (o (x) такая, что Ọ (n) 
есть постовский номер множества QN, то есть если 


an = лф (п) по...) (1) 
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Система © рекурсивно перечислимых множеств называется 
вычислимой, если существует хотя бы одна ее вычислимая 
нумерация. 

Частичная функция А (п, х) называется универсальной для 
нумерации &%&, если для каждого натурального значения п множество 
ип совпадает с множеством всех значений А (п, х) прих = 0, 1, 

Легко убедиться, что нумерация & тогда и только тогда вычис- 
лима, когда она обладает частично рекурсивной м 
функцией. 

Действительно, пусть частично рекурсивная функция А (п, x) 
универсальная для нумерации %. Обозначая через а клиниевский 
номер функции А, имеем для произвольных п, х 


Anaka п) =К(а, n] r) 


и, таким образом, [a, n] — постовский номер множества QN. 
‚Обратно, пусть нумерация & вычислимая и Ф (п) — обще- 
рекурсивная функция, удовлетворяющая соотношению (1). Тогда 
функция К (ọ (п), x), очевидно, частично рекурсивна и универ- 
сальна для 4%. 
‚$ Нумерация @& семейства множеств © называется однозначной, 
если AM Æ ап для т -Æ п, то есть если каждое множество из © имеет 
один и только один @-номер. 

Поставим вопрос: какие вычислимые семейства множеств 
обладают вычислимой однозначной нумерацией? Каковы необходи- 
мые и достаточные признаки тех вычислимых семейств множеств, 
‘которые обладают вычислимыми однозначными нумерациями? 

Вопрос этот в настоящее время, по-видимому, открытый. Ниже 
даются лишь достаточные условия, из которых, однако, следует, 
что семейство всех рекурсивно перечислимых множеств сбладает 
однозначной вычислимой нумерацией. Предварительно мы докажем 
следующее очевидное утверждение, справедливое как для вычис- 
лимых, так и для однозначных вычислимых нумераций. 

Теорема 1. Если семейство множеств ©, обладающее 
(однозначной) вычислимой нумерацией, содержит пустое множество, 
то, выбросив из © это пустое множество, мы получим семейство, 
допускающее (однозначную) вычислимую нумерацию. Если к семейству 
множеств ©, обладающему однозначной вычислимой нумерацией, 
присоединить любое конечное число рекурсивно перечислимых мно- 
жеств, то получится семейство, обладающее однозначной вычислимой 
нумерацией. 

В самом деле, пусть А (п, х) — универсальная частично рекур- 
сивная функция, осуществляющая (однозначную) вычислимую 
нумерацию семейства ©. Обозначим через М совокупность тех 
значений параметра п, для которых уравнение А (n, x) = у имеет 
хотя бы одно решение х, у. В силу п. 4.2 множество М рекурсивно 
перечислимо. Берем общерекурсивную функцию р (£), совокупность 
значений которой совпадает с М и которая при различных значе- 
ниях аргумента принимает различные значения (п. 6.3). Ясно, что 
частично рекурсивная функция 


A, (n, x)= A (р (п), x) 
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является универсальной для семейства © — XQ. Если нумерация © 
однозначна, то ввиду разнозначности функции р нумерация, 
осуществляемая функцией А, (п, x), также однозначная. 

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть снова А (n, x) — 
универсальная функция нумерации семейства © и пусть fo (x), ... 
..., f(x) — примитивно рекурсивные функции, совокупности 
значений которых Му, ..., М. различны и не входят в семей- 
ство ©. Тогда частично рекурсивная функция ; 


A(n, х)= У В sg|n—il+sg (n~ $) А(п- (s+ 1), x), 


i=0 
очевидно, является универсальной для семейства © и множеств 
Мо, ..., М.. При этом, если функция А давала однозначную 


нумерацию, то А, дает также однозначную нумерацию. 

Теорема 2. Каждая вычислимая нумерация œ семейства 
множеств ©, не содержащего пустого множества, обладает обще- 
рекурсивной универсальной функцией. 

Пусть А (n, х) — какая-нибудь частично рекурсивная YHH- 
версальная для © функция. Область определенности этой функции 
представима в виде совокупности пар (ф (0, ф (1) Е=0,1,..., 
где p, р — подходящие примитивно рекурсивные функции. Для каж- 
дого п совокупность тех значений X, для которых функция А (п, x) 
определена, можно представить в виде совокупности всех значе- 
ний, принимаемых при é = 0,1, ... функцией (см. п. 4.2) 


В (п, t)=sg|n— o (H) | (E) +sg|n— 9 (0 | Y (пу(Ф(у)=п)). 


Так как для каждого N уравнение ф (у) = п имеет решение, то функ- 
ция В (п, t) общерекурсивна. Функция А (п, В (п, #)) универсальна 
для нумерации %. В силу изложенного она общерекурсивна. 
Стандартным номером (у-номером) конечного множества 
чисел Mi, ..., Mp (< M<... < ть) называется число 


n= о ар оо, Стандартным номером пустого мно- 
жества называется 0. Ясно, что стандартная нумерация — одна 
из вычислимых однозначных нумераций семейства всех конечных 
множеств. Характерное ее свойство состоит в том, что при ней 
число элементов множества с номером п, а следовательно, макси- 
мальный и минимальный элементы этого множества суть рекурсив- 
ные функции от п. 

Семейство © каких-нибудь конечных множеств называется 
у-перечислимым, если совокупность \-номеров множеств из © 
рекурсивно перечислима. Всякое у-перечислимое семейство конеч- 
ных множеств, очевидно, вычислимо и даже однозначно вычислимо..` 

После этих предварительных замечаний докажем теперь сле- 
дующую тонкую основную теорему. | 

Теорема 3. Пусть вычислимое семейство © рекурсивно 
перечислимых множеств содержит у-перечислимое подсемейство Sy 
конечных множеств такое, что 

&) любое конечное подмножество Му произвольного множе- 
ства М из © содержится в подходящем конечном подмножестве 
М! (а М u М! € ©. | 
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В) каждое множество из Šg содержится в некотором строго 
большем множестве из ©. 

Тогда заведомо существует однозначная вычислимая нумерация 
семейства ©. 

Из теоремы 1 следует, что при доказательстве теоремы 3 мы 
можем предполагать, что семейство © не содержит пустого множе- 
ства. Согласно теореме 2 в этом случае. © обладает общерекурсив- 
ной универсальной функцией А (п, x) и © состоит из множеств 
Ао, А.,..., А’, ..., где А} — совокупность значений А (1, 0), 
А (L, 1), ... функции А (l, x). 

Наша цель — построить такую последовательность So, $4, ... 
рекурсивно перечислимых множеств, чтобы множества этой последо- 
вательности были попарно различны и в совокупности исчерпывали 
семейство ©. Следуя Фридбергу, мы будем строить эти множества 
«шагами». Конечная часть множества Sy, построенная после #-го 


шага, будет обозначаться через st, а множество S% будет по опре- 
делению равно объединению множеств i Paa E и 
Одновременно с множествами LA будут строиться конечные 


‘множества А! и особая частичная функция [ (l, £). 
Множества А} будут строиться так, чтобы выполнялось сле- 


дующее их свойство: 
1) Каждое непустое At принадлежит Sp, у Роя. И ее Ee 


и А; есть объединение всех AŻ. 

Если | (1, В при некоторых значениях l, é определено и x = 
= f (l, f), то мы будем говорить, что число х — последователь 
числа l в момент #. Если x = f (l, Е 1), a f (1,0 не определено, 
то будем говорить, что x освобождается (от l) в момент é. Соотноше- 
ние x = { (1, t) содержательно. означает, что в момент Í мы «хотим» 


далее так строить множества $» чтобы оказалось $, = А], и только 


некоторые «препятствия» могут нас заставить далее отказаться 
от этого намерения и в некоторый момент освободить x от l. Числа, 
не являющиеся в момент Í последователями, будем называть свобод- 
ными в момент #. Наконец, будем говорить, что в момент # обозре- 
вается номер l= [l (t), где [ (РГ) — левая нумерационная функция 
из п. 3.3. Из свойств этой функции следует, что каждый данный 
номер п = l обозревается в бесконечное число моментов Ź, так 
как уравнение п = [ имеет бесконечно много решений для t. 

Указываемый ниже процесс построения множеств As: s? 
и функции [ таков, что означенные множества и функция f будут, - 
помимо требования 1), удовлетворять также требованиям: 

2) В каждый момент t произвольное число x может быть после- 
дователем не более одного числа l. Если число х в момент t освобож- 
дается, то в момент Ё и во все следующие моменты х остается 
свободным. 

3) Jaa- каждого х5хС 5% С Sx... Если ранее момента t 


число х было свободным все время, то мы = ®. 
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4) Для каждых x, t из $ + следует St Е ©. Если для 
некоторых x, t x= | (1,0, то $5 СА! 


5) В каждый момент t из $: FOA, х =2 у, следует St. 9. 

По определению полагаем множества Ау!, S7! пустыми и зна- 
чения f (1, — 1) неопределенными (l, х = 0, 1, ...). 

Берем произвольное # >> 0 и предполагаем, что Ат, S% [ (L и) 
для всех и < Ёи всех l, х известны и удовлетворяют требованиям 
1) — 5). 

Построим сначала множества At. Полагаем А = Q для 
v > Е Если же v < Ё, то конструируем a следующим образом. 


По условию существует такая примитивно рекурсивная функ- 
ция g’(n), что числа g (0), g (1), ...,с (2), .... являются стандарт- 
ными номерами всех множеств семейства ©у. Вычисляя постепенно 
элементы этих множеств и сравнивая для каждого z = 0, 1,... 
множества ус (0), ур (1), ..., у (2) с данными множествами 


$—1 
А, » {А (v, 0), А (v, 1),..., А (v, 8} и растущим множеством 
{А (9,0), А (v, 1),..., А (v, 2) ищем такое значение для $, 
чтобы 


{А (0, 0),..., Ао) A$ t C yg ($) © {А (v, 0), А (о, 1), ...,А(о,2)}. 


Из предположения &) доказываемой теоремы следует, что искомые 
значения для $ найдутся. Берем минимальное значение $ и полагаем 


де ус ($). Ясно, что построенные таким способом множества At 
удовлетворяют требованию 1). 

Переходим к определению $: и [ (1, t). Здесь придется разли- 
чать несколько случаев. 

Случай Г: [| (11, [Е — 1) =уи для некоторого [< lų 


{0,1,..., ПАЕ= 0, 1,..., УПА, 


Освобождаем y, полагая [(1+, t) неопределенным, и полагаем 
ОЕ, 1-0 Феи, = 5 

Случай I: случай I места не имеет и существует число X, 
для которого А? =$! и одновременно 


а) x=f (l, 1—1) и [< Е 
или 
6) X в момент [—1 свободно и x< Ц, 
HJIH 
B) х в момент г —1 свободно и ранее момента # 


число X смещено числом, равным [+ (операция смещения определена 
ниже (см. случай ПТ В)). В этом случае ничего не меняем, т. e. noJa- 


гаем $ = yeo и (L = (1, t— 1) для всех xul. 
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Случай 11: ни случай I, ни случай П места не имеют. 
Тогда выполняем последовательно следующие операции: 

А) Если f (l, t— 1) определено, то полагаем f (li, t) = y = 
—=7 (l, t— 1). Если же f(h, Е— 1) не определено, то через y 
обозначаем наименьшее из чисел, не бывших до момента Ё ни разу 
последователями, и полагаем f (11, # = y. 


Б) Полагаем S = $у UAT: В силу свойств 3), 4) или 
= ©, или Wei E7 Ay Поэтому после выполнения операции D) 
мы будем иметь $ = Ау. 


В) Если существует такое х (единственное в силу 5)), что 
м = Ai, и x Æ у, то полагаем $ = yg ($), где $ — наименьшее, 


при PAARE yg (5) содержит А 1 иотлично от 51, gin 1 L d я 


Согласно условию В) такое $ заведомо существует. 

Выполняя операцию В), мы говорим, что смещаем число х 
числом [+ в момент Í. 

Г) Если число x, смещаемое числом [+, в момент É — | не сво- 
бодно, то освобождаем х. 


Полагаем s! = ee Е = f (l, t— 1) для тех 2, L, которые 
не упоминаются в А), B), В), Г. 
Итак, способ построения St, f (1, 2) указан. Из него непосред- 


ственно следует, что множества $', А! и функция Ĵĵ (l, t) удовлетво- 


ряют требованиям 1) — 5). Докажем, что эти множества и функция 
обладают также следующими свойствами 6)—9). 

‚ 6) Каждое число х может смещаться лишь конечное число раз. 

‚ Пусть х смещается в момент Ё и не свободно в момент Е — 1. 
Тогда в силу Г) оно будет свободно в момент Ё, а в силу 2) x будет 
свободным и во все последующие моменты. Пусть х смещается 
снова в какой-нибудь из этих последующих моментов и >> Е чис- 
лом [,. По условию х в момент и — l свободно. Если бы было х < lu 
или х смещался числом [, ранее момента и, то у нас был бы слу- 
чай 116) или IIB), что невозможно. Таким образом, во все последую- 
щие моменты и число х может смещаться лишь числами [,, мень- 
шими х, и каждым не более одного раза. Следовательно, х сме- 
щается не более конечного числа раз. 

7) Каждое Sy содержится в ©. Если Sy бесконечно, то число X, 
начиная с некоторого момента t, постоянно является последователем 
некоторого а и Sy = Ад 

Сначала предположим, что $, конечно. Тогда для некоторого 


t S= SĂ. Е Šo и потому Sx Е ©. 

Пусть теперь Sy бесконечно. Так как Sy есть объединение возра- 
стающей последовательности конечных множеств SÍ. О; 
то в этой последовательности бесконечно много раз должен встре- 
чаться случай, когда gia = s Но это возможно лишь либо в слу- 
чае IIIB) (x = y), либо когда х в момент # смещается числом lẹ. 
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Согласно свойству 6) число х может смещаться лишь конечное число 
раз. Поэтому для бесконечно многих é должен наступать слу- 
чай III В), x = f (l, Е — |. Но x не может быть последователем 
различных чисел. Таким образом, для бесконечного числа значе- 
ний Ё имеем а = l, x= ĴÎ (a, Е — 1), S > Следовательно, 
начиная с некоторого момента Ź, х — последователь аи Sy = Ад. 
8) Если x + y, то Sx Æ Sy- | 
Пусть, напротив, х == у, S р Sy. Если Sx, 5, конечны, TO для 
некоторого Ź было бы $. = S, YTO противоречит свойству 5): 
Пусть Sx, 5, бесконечны. Тогда в силу 7) должны существовать 
такие числа а, b, что Sy = Аа, Sy = Ави, начиная с некоторого 
момента 4, числа х, у — постоянные последователи чисел а, b. 


Так как x Æ у, то а Æ b. Пусть а > b. Из А. = Ap следует, что, 
начиная с некоторого момента 44, 


{ОсОО Зы А): 


Берем такое ź, что 1 = b, t > tọ, £ НЫ. Тогда в момент Ё мы имеем 

случай | и потому в этот момент должны освободить число b, 

вопреки предположению. Итак, $», == Sy и свойство 8) доказано. 
9) Каждое Аз совпадает с некоторым Sx. 


Пусть т — наименьшее число, для которого Åm = Ад, и NOTO- 


му для каждого [< т имеем А; Æ А. Множества Ауи Am отли- 
чаются некоторым элементом 21 (l = 0, 1,..., т — 1), входящим 


в одно из них и не входящим в другое. Берем такой момент и, когда 
каждое из чисел Zo, 241,..., 2т_4 уже находится в соответствующем | 


из множеств А,, '...., Ай. Тогда не только в момент и, 
но и в произвольные более поздние моменты &, 15 будем иметь 


АРА (ть u, tapu) ‚. 49) 
и, сверх того, 
В о с 


Где 2 == mak 20, дев, оч 

Допустим, что в какой-то момент Е некоторое число с приобре- 
тает последователя X, раньше последователем не бывшего. Поскольку 
последователи приобретаются только посредством операции III A), то 


Па о. 


Посмотрим, как меняется 5. при возрастании É от fo до момен- 


та U, в который x освобождается. Изменение множества $ может 


происходить лишь при помощи операции IIIB) и операции cmene- 
ния х, во время которой происходит одновременно и освобождение х. 


Поэтому до момента освобождения х множество s может увеличи- 


ваться лишь при помощи операции ПТ B), то есть в те моменты Í, 
когда 


аи ИН ды 
11 А. и. Мальцев 


162 `НУМЕРОВАННЫЕ СОВОКУПНОСТИ rA 1у 


Таким образом, если { растет от Ío до и, то множество $. пооче- 


t t t 
редно становится равным AP, Ad, .:., AR y перед моментом 
освобождения и 


t 
5-1 АА  (Ш>Ю) (4) 


Может ли число т бесконечно много раз приобретать и потом 
терять последователей? Произвольное число, побывав последовате- 
лем и освободившись, вновь последователем стать не может. Поэто- 
му, если ответ на поставленный вопрос положительный, то число т 
в какой-то момент to > и должно приобрести последователя X > 2 
и затем в HEKOTOPHR момент о > и потерять его. Покажем, что это 
невозможно. 

Освобождение х может происходить двумя способами: после 
операции смещения х числом ly и при помощи случая l, когда 
‚т = lẹ. Так как 
х>а х=р(т, и— 1), оли, 


то из неравенств (2) вытекает, что освобождение при помощи слу- 
чая I невозможно. Допустим, что х смещается в момент о числом ly 
и потому 


5% =A], х=р (т 9—1), < т. 


Сравнивая эти условия с равенством (4) для с = т, получаем 


t 
ASAR (r >lo >u, ори, ly <m), 


что противоречит соотношению (2). 

-= Итак, ответ на заданный вопрос отрицателен и потому суще- 
ствует такой момент w, начиная с которого т не может терять 
последователей. 

Существует бесконечно много значений &, удовлетворяющих 
условиям l; = т, [> w. В каждый из таких моментов # число т 
не может терять последователя и потому в момент { случай I заведомо 
не наступает. Допустим, что в рассматриваемые моменты бесконечно 
часто наступает ЛУ ПТ, то есть для бесконечно многих значе- 
ний [ 


т= 1, x=f (m, 1—1), S=}, (t> и). 


Так как, начиная с момента W, число т не может менять после- 
дователей, то число х здесь от é не зависит. Но если для фиксиро- 
ванных Хх, т равенство S = АТ. выполняется при бесконечно 
многих значениях #, то Sy = Åm и, следовательно, утверждение 9) 
при сделанных допущениях истинно. 

Допустим теперь, что случай ПП выполняется лишь для конеч- 
ного числа рассматриваемых значений 2. Тогда бесконечно часто 
‘должен встречаться хотя бы один из случаев Па), 116), IIB). 
Пусть бесконечно часто встречается случай 16), при котором 


#—1 t : 
5. =A m х< т. 
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Число х здесь может меняться с ростом Í, но множество возмож- 
ных значений для него лишь конечно. Поэтому для какого-то фикси- 


рованного х равенство в. = At будет иметь место. при бесконеч- 


ном числе значений Í и потому Sy = Ат. 
Пусть бесконечно часто наступает случай IIs), когда 


t—i t 
$. =Åpm и х ранее смещен числом т. (5) 


Но в момент $ смещения X числом т должен наступать случай ПШ, 
а таких моментов по предположению существует лишь конечное 
число. Поэтому в соотношении (5) х хотя и зависит от &, но может 
принимать лишь конечное число значений. Среди этих значений 


найдется такое х, при котором равенство Sii = Ar будет выпол- 
няться для бесконечно многих значений {, откуда снова Sy = Ат 
Наконец, пусть бесконечно часто наступает случай Па), при котором 


А, Ох, И, ети. (6) 


Значение l здесь, вообще говоря, зависит от Í, но так как оно 
не больше фиксированного числа т, то условия (6) должны выпол- 
няться бесконечно часто и для некоторого фиксированного значе- 
ния [, которое далее только и будет рассматриваться. 

Пусть | = т. Так как после момента W число т не меняет после- 


дователей, то x B (6) не зависит от É и потому У. = at для беско- 


нечно многих значений {, откуда Sx = Аж. 

Аналогично, если [< т, но х при изменении Ё принимает 
лишь конечное множество значений, то тогда снова при некотором. 
фиксированном х для бесконечного числа значений # будем иметь 


sis == A откуда Sx = Ат 

Остается рассмотреть случай, когда в соотношении (6) для 
фиксированного l переменная х принимает бесконечно много раз- 
личных значений при изменении #. Отсюда следует, что число [ 
бесконечно много раз приобретает последователей. 

Пусть х становится последователем Í в момент lọ > W ив MO- 


мент {> lọ удовлетворяет требованиям (6). Согласно (4) имеем 
Е t 
S'—t=AF (trto). 
Сравнивая с (6), получаем 
t 
A [=A AE S h e Mh 


что противоречит неравенству (2). Таким образом, рассматриваемый 
случай невозможен, а во всех предыдущих случаях оказалось, что 
Аз = Am = Sx и, значит, свойство 9) истинно. 

Свойства 7), 8), 9) в совокупности означают, что отображение 
X —> S% является однозначной нумерацией системы ©. Остается 
доказать вычислимость этой нумерации. Правила построения мно- 


жеств S! дают возможность для каждых х, Í найти стандартный 
13% 
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номер ф (x, £) множества 5: причем легко убедиться, что функция 


ф (х, Г) общерекурсивная. 

другой стороны, легко строится примитивно рекурсивная 
функция у (р, x), совокупность значений которой при каждом 
р >0 совпадает с конечным множеством, имеющим стандартный 
номер р. Рассмотрим общерекурсивную функцию Ф (x, t, y) = 
= у (Ф (x, 0, и). Фиксируя x и меняя t, у, получим в качестве зна- 
чений функции Ф все числа множества Sy и только их. Поэтому 
функция Ф (x, l (и), г(и)) является искомой общерекурсивной 
функцией, универсальной для нумерации x —> Sy, что и требовалось. 

Следствие (Фридберг [108]). Совокупность © всех 
_ рекурсивно перечислимых множеств обладает однозначной вычисли- 
мой нумерацией. 

В самом деле, семейство © вычислимо, так как оно имеет уни- 
версальную частично рекурсивную функцию К (п, t). С другой 
стороны, оно содержит все конечные множества, совокупность 
которых и можно взять в качестве семейства ©у, указанного в усло- 
виях теоремы 3. 

Выше рассматривались семейства множеств чисел. Переход 
от семейств множеств к семействам функций требует лишь несколь- 
ких очевидных дополнительных замечаний. 

Пусть © — семейство одноместных функций. Отображение Q: 
N — © натурального ряда на © называется нумерацией ©. Если 
различным числам отвечают различные фуякции, то нумерация 
называется однозначной. Функция F (n, x) называется универсаль- 
ной для нумерации Q, если число N есть @“-номер функции f (x)= 
= F (п, x). Нумерации, имеющие частично рекурсивные универ- 
` сальные функции, называются вычислимыми. 

График функции }(х) — это совокупность пар чисел (x, у), 
удовлетворяющих соотношению f (x) = и. Совокупность канторовых 
номеров этих пар условимся временно называть 1|-графиком функ- 
ции f. Согласно п. 6.1 функция f тогда и только тогда частично рекур- 
сивна, когда ее |-график — множество, рекурсивно перечислимое. 

Пусть задана какая-либо нумерация @&@: N —> © некоторого 
семейства функций © и пусть п — а-номер фуакции [Е ©. CTaBa 
числу п в соответствие |-график функции f, мы получим нумерацию 
семейства ©, |-графиков функций из ©. Эту нумерацию семейства ©, 
мы также будем называть &-нумерацией. 

Теорема 4. Семейство функций © тогда и только тогда 
вычислимо (соответственно однозначно вычислимо), когда вычислимо 
(однозначно вычислимо) семейство ©, 1-графиков функций из ©. 

В самом деле, пусть А (п, t) — универсальная функция для 
семейства ©. Фиксируем п. Совокупность А» значений функции 
А (п, t) будет 1-графиком некоторой функции f(x) из ©. Найдем 
эту функцию. Пусть x задано, y == f (x). Тогда номер пары (x, и) 
должен принадлежать Ån, то есть для подходящего # 

с (х, у) =А (п, р), х=1(А (п, 2), у=г (А (п, t)). 
Беря для É наименьшее значение, удовлетворяющее второму равен- 
ству, получим 


g=r (А (п, Ц (А (п, 1 =х))) = В (п, x). 
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Таким образом, функция В (п, х) является частично рекурсивной 
универсальной функцией для семейства ©. 

Аналогично доказывается и обратное утверждение. 

Частичная функция называется конечно определенной, если 
она имеет определенные значения лишь для конечного числа значе- 
ний аргумента. Ясно, что частичная функция тогда и только тогда 
конечно определенная, когда ее |-график является конечным множе- 
ством. Стандартным номером конечно определенной функции 
будем называть стандартный номер ее 1-графика. Семейство ©o 
конечно определенных функций называется у-перечислимым, если 
совокупность стандартных номеров функций из @©у рекурсивно 
перечислима. 

Из теоремы 3 непосредственно вытекает 

Теорема Б. Пусть вычислимое семейство ©* частично 
рекурсивных одноместных функций содержит у-перечислимое nod- 
семейство © конечно определенных функций такое, что 

a) любая конечно определенная функция fo (x), содержащаяся *) 
в произвольной функции} (x) из ©*, содержится в подходящей конечно 
определенной функции fi (x), содержащейся в функции f(x} и входя- 
щей в подсемейство ©&; 

В) каждая функция из ©# содержится в некоторой отличной 
от нее функции из ©č. 

Тогда однозначная. вычислимая нумерация семейства ©* заведомо - 
существует. 

Для доказательства достаточно вместо семейств функций @©*, 
©ğ рассмотреть семейства ©, ©, их 1-графиков и воспользоваться 
теоремами 3 и 4. 

Как и в случае теоремы 3, из теоремы 5 вытекает главное 

Следствие (Фр идбер г 1[108]). Семейство © всех 
одноместных частично рекурсивных функций обладает однозначной 
вычислимой нумерацией. 

Действительно, семейство © вычислимо, так как функция 
Клини К (п, х) является для него универсальной. С другой сторо- 
ны, © содержит семейство ‚Со всех конечно определенных функций, 
заведомо обладающее свойствами ©), В), указанными в теореме 5. 
Легко доказывается, что ©у у-перечислимо и потому © обладает 
однозначной вычислимой нумерацией. 


Дополнения, примеры и задачи 


1. Показать, что значения выражений [а, x], [х, x] 
являются монотонно возрастающими функциями от X. 

2. Используя предыдущий результат, доказать следующее 
уточнение теоремы Майхила о неподвижной точке: для каждого 
рекурсивно перечислимого предиката P (x, у, z) существует такая 
монотонно возрастающая примитивно рекурсивная функция g (и), 


что P (x, y, g (9)) < x € xng (y). 


*) Функция f (x) содержится в g (x), если график f (x) содер- 
жится в графике функции g(x). 
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3. Доказать существование примитивно рекурсивной функции 
ф (т, п, и, v) такой, что если функции fi (x), fa (x), g, (x), 2 (x) 
имеют клиниевские номера M, п, и, V, то Ọ (т, п, u, 9) будет 
клиниевским номером функции h (x), определенной в теореме 4 
из п. 6.3 для п = 2, s= 1. 

4. Показать, что объединение конечного числа вычислимых 
семейств множеств есть вычислимое семейство. 

5. Семейство всех рекурсивно перечислимых подмножеств 
данного рекурсивно перечислимого множества и семейство всех 
частично рекурсивных функций, содержащихся в заданной частично 
рекурсивной функции, являются вычислимыми. 

6. Семейство всех рекурсивно перечислимых множеств, отлич- 
ных от заданного рекурсивно перечислимого множества, и семей- 
ство всех частично рекурсивных (одноместных) функций, отличных 
от заданной частично рекурсивной функции, вычислимы. 

7. Если семейство рекурсивно перечислимых множеств состоит 
лишь из бесконечных множеств и содержит все бесконечные рекур- 
сивные множества, то оно не вычислимо (см. Деккер и Май- 
хил [30], Мальцев [52]. 

8. Совокупность всех нерекурсивных рекурсивно перечисли- 
мых множеств невычислима (Деккер и Майхил [30}. 

9. Семейство рекурсивно перечислимых множеств называется 
вполне перечислимым, если совокупность всех постовских номеров 
всех множеств этого семейства является рекурсивно перечислимой. 
Аналогично, семейство частично рекурсивных функций называется 
вполне перечислимым, если совокупность всех клиниевских номеров 
всех функций этого семейства рекурсивно перечислима. 

Показать, что семейство всех надмножеств множеств какой- 
нибудь “\-перечислимой системы конечных множеств является 
вполне перечислимым. Аналогично, семейство всех частично рекур- 
сивных расширений функций ‘\-перечислимой системы конечно 
определенных функций является вполне перечислимой (Райс [81]). 

10. Каждое вполне перечислимое семейство множеств (функ- 
ций) имеет вид, указанный в предыдущей задаче (см. Райс [81], 
Деккер и Майхил [30], Мальцев [52]). 


$ 8. СВОДИМОСТЬ И КРЕАТИВНОСТЬ 
МНОЖЕСТВ 


С каждым числовым множеством а связана сле- 
дующая проблема вхождения: найти алгоритм, позволяющий 
для произвольного числа х узнать, входит х ва или нет. 
Множества, для которых такой алгоритм существует, были 
названы вп. 2.3 рекурсивными. Один из обычных методов 
доказательства рекурсивности некоторого множества Q 
состоит в том, что проблему вхождения для а подходящим 
образом «сводят» к проблеме вхождения для некоторого 
другого множества В, рекурсивность которого уже уста- 


$ 
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новлена. Если окажется, что проблема вхождения для мно- 
жества о «сводится» к проблеме вхождения для множества В 
й при этом известно, что множество а нерекурсивное, то 
множество В также будет нерекурсивным. Термин «сводит- 
ся» можно понимать в разных смыслах. Наиболее простое 
понятие сводимости было введено Постом [74]. Это 
понятие и является предметом изучения в данном параграфе. 
Попутно возникают и изучаются понятия продуктивно- 
сти и креативности множеств, тесно связанные с нумера- 
цией Поста рекурсивно перечислимых множеств. | 
8.1. Сводимость и 171-эквивалентность множеств. 
Числовое множество а называется 171-сводимым к числовому 
множеству В (символическое обозначение а < mp), если 
существует такая общерекурсивная функция f(x), что 


хЕа<=> }(х) ЕВ (1) 


для всех значений x. Функция f (x) называется функцией, 
т-сводящей a к В*). 

Функция f (x)= x т-сводит каждое множество к само- 
му себе. Далее, если функция f 11-сводит множество Q 
к множеству В, а функция g т-сводит В к множеству Y, 
то функция g (f (х)) т-сводит а K y. Поэтому отношение 
т-сводимости рефлексивно и транзитивно. 

Теорема 1. Каждое рекурсивное множество а 
т-сводится к любому непустому множеству В, имеющему. 
непустое дополнение. Если какое-нибудь множество y 
т-сводится к рекурсивному или рекурсивно перечислимому 
множеству Ô, mo рекурсивно или соответственно рекур- 
сивно перечислимо. 

В самом деле, берем какие-нибудь числа a EP u ВЁВ. 
Функция f (x), равная а на а и b вне а, очевидно, рекурсив- 
на. Она и1-сводит Q K В и потому первое утверждение теоре- 
мы истинно. 

Чтобы доказать второе утверждение, обозначим через 
y (x) характеристическую и через хо (x) частичную харак- 
теристическую функцию множества 6. Пусть общерекур- 
сивная функция g (x) т-сводит у к ò. Тогда y (g (х)) — 


*) т-сводимость часто называется также многосводимостью. 
Наряду с многосводимостью, в п. 9.2 будет введена еще особая 
односводимость. ^ 


$ 
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характеристическая, а Хо (g (х)) — частичная характеристи- 
ческая функции множества y. Если 0 рекурсивно, то 
функция y (x), а вместе с нею и функциях (g (х)) общерекур- 
сивны. Аналогично, если Ô рекурсивно перечислимо, то 
функция Хо (x) частично рекурсивная. Но в таком случае 
H функция Хо (E (х)) частично рекурсивна, что и требовалось. 

Множество В называется 1-универсальным, если 
выполнены следующие два условия: 1) В рекурсивно пере- 
числимо; 2) каждое рекурсивно перечислимое множест- 
во -сводится к В. 

Иногда говорят, что проблема вхождения для множест- 
ва а легче проблемы вхождения для множества В, если a 
т-сводится к В. Тогда можно сказать, что и1-универсаль- 
ные множества — это рекурсивно перечислимые множества, 
имеющие самую трудную проблему вхождения среди 
рекурсивно перечислимых множеств. Название «универ- 
сальные» происходит от следующего свойства этих мно- 
жеств. Пусть f (x) — какая-нибудь (частичная) функция, 
а — числовое множество. Символом f! (a) обозначают 
прообраз множества @ при отображении х-—[(х) нату- 
рального ряда в себя, т. е. Г! (a) — совокупность всех 
значений x, для которых f (x) Е а. Определение и1-универ- 
сальных множеств теперь можно сформулировать следую- 
щим образом: множество В называется т-универсальным, 
если оно рекурсивно перечислимо и если каждое рекурсивно 
перечислимое множество a можно представить в виде 
Г! (В), где f (х) — подходящая общерекурсивная функция. 

Из первоначального определения и1-универсальных MHO- 
жеств и транзитивности отношения < непосредственно 
следует, что если т-универсальное множество т-сводится 
к какому-нибудь рекурсивно перечислимому множеству a, 
то а — также т-универсальное множество. 
= Нам известно, что нерекурсивные рекурсивно nepe- 
числимые множества существуют. Они M-CBOJATCA к т-уни- 
версальным множествам. Значит, в силу теоремы 1 все 
т-универсальные множества нерекурсивны. 

Чтобы рассуждения о 11-универсальных множествах не 
были пустыми, надо привести хотя бы один пример mM-yHH- 
версального множества. 

Теорема 2. Совокупность œ канторовских номеров 
тех пар (а, b), для которых разрешимо уравнение К (а, x) = 
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= b, т. e. для которых b Е ла, является т-универсальным 
множеством. 


Действительно, для произвольного рекурсивно nepe- 
числимого множества Ma имеем 


хЕ ла <> C (Q, х) Ех. 


Поэтому функция [ (x)= с (а, x) т-сводит Na к множе- 
ству ®. С другой стороны, из частичной рекурсивности 
функции К (а, х) вытекает, что множество тех пар, для 
которых уравнение К (а, x) = b имеет решение, рекурсив- 
но перечислимо. Следовательно, рекурсивно перечислимо 
и множество @, как совокупность канторовских номеров 
пар рекурсивно перечислимого множества. 

Множества a, В называются и-эквивалентными, если 
каждое из них 11-сводимо к другому. 

Из сказанного выше непосредственно вытекают следую- 
щие простые свойства 11-эквивалентности: 

а) Если множество а рекурсивно или рекурсивно пере- 
числимо, то рекурсивно или соответственно рекурсивно 
перечислимо и каждое множество, т-эквивалентное A. 

6) Все непустые, отличные от М рекурсивные множества 
т-эквивалентны друг другу. 

в) Если множество а т-универсально, то каждое 
множество, т-эквивалентное а, также т-универсально. 
Все т-универсальные множества  т-эквивалентны друг 
другу. | 

Так как отношение 21-эквивалентности транзитивно 
и симметрично, то все числовые множества распадаются на 
непересекающиеся классы эквивалентных друг другу мно- 
жеств. Отношение 171-сводимости частично упорядочивает 
эти классы. Если отбросить пустое множество и множество М, 
сами по себе образующие -классы, то среди остальных 
т-классов рекурсивно перечислимых множеств наимень- 
шим в смысле отношения K будет класс рекурсивных, 
а наибольшим — класс т-универсальных множеств. 

8.2. Продуктивные и креативные множества. 
Числовое множество а называется продуктивным, если 


существует такая общерекурсивная функция f(x), что 
для каждого п 


Tn С 4 => f (n) Ea — ла. (1) 
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Функция f (x) называется продуктивной для а. 

Из этого определения непосредственно видно, что ника- 
кое продуктивное множество не может быть рекурсивно 
перечислимым. В частности, каждое продуктивное множе- 
ство непременно бесконечное. 

Действительно, если бы продуктивное множество Q COB- 
пало с каким-либо рекурсивно перечислимым множеством 
Tn, то из (1) получилось бы противоречивое утверждение 


[(п) Е а— а. 
Один из простейших примеров продуктивных MHO- 
жеств представляет множество Ô всех тех чисел X, для 
которых Xy. Действительно, согласно определению 


пел, >N E Ô= nr E Ô, пб пел, 5 nE 
и потому | 
Tn = Ô > N È nn & пЕб. 


Таким образом, 6 — продуктивное множество с продуктив- 
ной функцией f(x) = x. 

Теорема 1. Каждое продуктивное множество 6 
содержит бесконечное — рекурсивно перечислимое nod- 
множество. 

Искомое подмножество можно построить следующим 
путем. Пусть Qo — какой-либо постовский номер пустого 
множества и пусть f (х) — продуктивная функция для Ô. 
Так как ла, € Ô, то число] (ao) содержится в 6. Ищем номер a; 
множества {f (ao)}. Из (1) следует, что число } (a) содер- 
жится в Ô и отлично от f (4). Ищем номер a, множества 
{f (ao), Г (а,)}. Число f (а>) будет содержаться в Ô и будет 
отлично от f (ao) и f (a). Продолжая этот процесс, получим 
бесконечную последовательность 


Г (ao), f (a4), tiiri f (an), А 3 (2) 


числа которой различны и содержатся в Ô. Чтобы это 
наводящее рассуждение обратить в строгое доказательство, 
нам надо точнее определить, какой именно номер а; +1 
множества {f (ao), ..., f (а;)} мы выбираем. Пусть 


х + 0-у=К (e, x, у) =К (le, x], y). 


Поэтому, полагая le, f (x)| = g (x), имеем 


Meta {7 (х)}. (3) 
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В п. 7.3 была построена примитивно рекурсивная функ- 
ция u (т, п), для которой , 


Пи п) = Лт Ли. (4) 


Свойства (4) и (3) показывают, что в качестве а, +, можно 
взять и (an, g (п)). Таким образом, 


а(0)=@а, а(п-- 1) =и(а(п), g(n)) 


и, следовательно, f (а (п)) есть общерекурсивная функция 
от п. Совокупность (2) всех значений этой функции рэкур- 
сивно перечислима, бесконечна и содержится в Ô. 
Теорема 2. Если продуктивное множество a т-сво- 
дится к множеству В, то В также продуктивно. 
Обозначим через f (x) функцию, сводящую а к В, и через 
g (x) — продуктивную функцию для а. По условию 


| ха <> [(х) ЕВ <> x E F° (В), (5) 
то есть а = f~! (В) и, значит, 
св = f (лв) са. (6) 


Мы хотим теперь найти постовский номер множества 
f~! (qn). Это множество есть совокупность тех значений X, 
для которых F (x) Ел». аа предикат P (x, y): 


- P(x, y) = = F(x) Emy. 


Согласно теореме о представлении (п. 7.3) существует при- 
митивно рекурсивная функция A (y), для которой 


f (x) Е лу <> xE Th (и. (7) 


Таким образом, множество Г Кл») есть Wh (м). 
Итак, из (6) и продуктивности функции g (x) получаем 


Л, СВ = Mr (и) E A = & (h (п)) а — Tn (n) 
С другой стороны, из (7) и (5) имеем 
g (h (п)) 4 ль (п) <> fgh (п) 6 лв, 
& (В (п)) ca <> fgh (п) ЕВ. 
Следовательно, 
лис В = fgh (п) ЕВ— Л». 
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Это показывает, что множество В продуктивное с про- 
дуктивной функцией f(g (й(п))). 

Рекурсивно перечислимое множество а, дополнение 
которого а’ = N — а продуктивно, называется креатив- 
ным *) множеством. 

Выше было показано, что совокупность Ô тех х, для 
которых хфл., является продуктивной. Ее дополнение ô’ 
состоит из тех xX, для которых X Е Ty, то есть из всевозмож- 
ных х, для которых разрешимо уравнение 


О 


Так как левая часть этого уравнения частично рекур- 
сивна, то множество Ô’ рекурсивно перечислимое и, следо- 
вательно, креативное. 

Из теоремы 2 непосредственно вытекает такое важное 

Следствие 1. Если креативное множество a 
т-сводится к какому-нибудь рекурсивно перечислимому 
множеству В, то множество В креативно. 

В самом деле, иза < „В вытекаето” < тв’. Ноа” npo- 
дуктивно. Поэтому в силу теоремы 2 множество В” также 
продуктивно, а множество В креативно. 

Следствие 2. Каждое пз-универсальное множество 
креативно. 

Действительно, к -универсальному множеству M-CBO- 
димо любое рекурсивно перечислимое множество, в том 
числе и креативное множество 6’, построенное выше. Ввиду 
следствия | отсюда вытекает креативность 11-универсаль- 
ного множества. 

Более тонко доказывается обращение следствия 2: 

Теорема 3 (Майхил [57]). Каждое креативное 
множество т-универсально. 

Пусть а — заданное креативное множество и [ (Хх) — 
продуктивная функция для а’. Надо показать, что произ- 
вольное рекурсивно перечислимое множество В и1-сводится 
ка. Рассмотрим трехместный предикат 


а; 
P (x, у, г) = уЕВах=[ (2). 
Этот предикат, очевидно, рекурсивно перечислим. Поэтому 


*) Иногда его называют творческим множеством. 
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согласно теореме о неподвижной точке для предикатов 
(п. 7.3) найдется общерекурсивная функция g (у) такая, что 


уЕВ& х=[(8(у)) <= хЕлЕу. = (8) 


Пусть у ЕВ’. Тогда левая часть соотношения (8) ложна 
для каждого х и, следовательно, множество л,„‹„ пустое. 
Если же у СБ, то отношение x Е Tay) равносильно равен- 
ству x = f (g (y)) и, следовательно, множество л„‹„› В этом 
случае состоит из единственного элемента f (g (y)). 

Докажем теперь, что функция f (g (х)) п1-сводит В ка. 
В самом деле, 


nE = Ле (и) = © > ЛЕС = [ (8 (п)) Е а. (9) 
С другой стороны, согласно сказанному 
ПЕВ => Ле (и) == {f (€ (п))}. (10) 


Если бы при этом оказалось, что f (g (п)) Са’, то мы 
имели бы 


Tgm TEA > f (g (п)) Е а’ — Tg (n) 


что противоречиво. Итак, f(g (п)) Ea. Вместе с (9) это 
приводит к требуемому соотношению 


nE <= [(5 (п)) Е а. 


Теорема 3 доказана. Следствие 2 и теорема 3 показывают, 
что класс т-универсальных множеств в точности совпадает 
с классом креативных множеств. 

В частности, отсюда вытекает, например, что множест- 
во 0’ тех чисел X, для которых хЕл,, не только креа- 
‚тивно, что было установлено выше путем непосредст- 
венных усмотрений, но и 1-универсально, что прямо 
установить гораздо сложнее. 

8.3. Простые множества. Как уже говорилось, 
при помощи понятия 1-сводимости легко доказывается 
нерекурсивность болышого числа множеств. Для этого 
берется какое-нибудь вспомогательное нерекурсивное мно- 
жество В и доказывается, что оно и1-сводимо к исследуемому 
множеству Q. Тогда а также будет нерекурсивным. Однако 
этот метод имеет.следующий недостаток: если в качестве 
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вспомогательного множества В мы берем креативное мно- 
жество, а исследуемое множество а рекурсивно перечисли- 
мое, то В будет и1-сводиться к а только в случае креатив- 
ности а. Таким образом, если известный нам запас Hepe- 
курсивных множеств состоит лишь из креативных мно- 
жеств, то при помощи метода и1-сведения мы сможем попол- 
нить этот запас только креативными же множествами. 
В частности, все нерекурсивные рекурсивно перечислимые 
множества, построенные нами до сих пор, креативны. 
‚ Естественно возникает вопрос о существовании рекурсивно 
перечислимых множеств, которые не были бы креативны- 
ми, но были бы нерекурсивными. Этим требованиям заведо- 
мо удовлетворяют так называемые простые множества, 
интересные и с других точек зрения. 

Числовое множество а называется иммунным, если оно 
бесконечно и в то же время не содержит никаких бесконеч- 
ных рекурсивно перечислимых подмножеств. Таким обра- 
зом, иммунное множество не может быть ни рекурсивно 
перечислимым, ни продуктивным. 

Числовое множество о называется простым, если оно 
само рекурсивно перечислимо, а дополнение его иммунно. 
Отсюда сразу видно, что простое множество заведомо не 
рекурсивно и не креативно. 

Понятия креативного и простого множества были введе- 
ны Э. Постом. Ему же принадлежит и следующий пример 
простого множества. 

Рассмотрим общерекурсивную функцию D (и, x), уни- 
версальную для одноместных примитивно рекурсивных 
функций. Эта функция была построена в п. 5.2. Обозначим 
через д, совокупность всех значений функции D (n, x) 
при x = 0, 1,2, ... Множества д, рекурсивно перечислимы 
H каждое непустое рекурсивно перечислимое множество 
совпадает с некоторым Ôp. Положим 


f (x) = г (u (D (x, 1(1)) =r (t) & r (t) > 2x)) = 
=f (pe (|D (x, 1(1)) — r (t)|+ (2x + 1) r (t))=0)). (1) 
Таким образом, если Значение f (x) определено, то это есть 


число из Ôx, большее 2х. При этом, если в 6» есть числа, 
большие 2х, то ] (х) заведомо определено. 
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Из выражения (1) видно, что функция f (x) частично 
рекурсивна. Совокупность O всех значений, принимаемых 
функцией f (x), есть рекурсивно перечислимое множество. 
Мы хотим показать, что множество O простое. 

Докажем сначала, что в его дополнении о’ не содержит- 
ся ни одного бесконечного рекурсивно перечислимого мно- 
жества. В самом деле, если некоторое Ô, бесконечно, то 
f (п) определено и [ (п) Е ôn, f (п) Е о, откуда 9, Чо’. 

Остается доказать, что множество о’ бесконечно. Для 
этого спросим себя, сколько чисел отрезка {0, 1,..., 2n} 
содержит множество 0? Ясно, что число это не больше 
Числа решений неравенства f (х) < 2n. Но из этого Hepa- 
венства вытекает х < ñ. Поэтому на отрезке 0,1, ..., 2n 
лежит не более N чисел множества O и, стало быть, не 
менее и + l чисел лежит в 0”. Поскольку п произвольное, 
то о’ бесконечно и, следовательно, O простое. 


8.4. Максимальные множества. Согласно определе- 
нию дополнение простого множества хотя и бесконечно, но настоль- 
ко «тесно», что не вмещает ни одного бесконечного рекурсивно 
перечислимого множества. Усиливая это свойство тесноты (назван- 
ное вп. 8.3 иммунностью), приходим к следующему понятию сжатых 
множеств. 

Множество U называется сжатым, если 

1) U бесконечно и 

2) ни для какого рекурсивно перечислимого множества D nepe- 
сечения D [|] U u D’ [| U не могут быть одновременно бесконечными. 

Условимся говорить, что множества А, В почти совпадают, 
если они отличаются друг от друга лишь конечным числом элемен- 
тов, то есть если множества 


А—(АПВ), ВЫ—(АПВ) 


конечны. Тогда свойство 2) будет означать, что пересечение U 
с любым рекурсивно перечислимым множеством либо конечно, 
либо почти совпадает с U. 

Множество М называется максимальным, если оно само рекур- 
сивно перечислимо, а его дополнение сжато. 

Из этого определения непосредственно видно, что рекурсивно 
перечислимое множество М, имеющее бесконечное дополнение, тогда 
и только тогда максимально, когда каждое содержащее М рекурсивно 
перечислимое множество либо почти совпадает с М, либо почти 
совпадает со всем натуральным рядом. 

Ясно, что каждое максимальное множество простое. Обратное 
неверно: можно построить простые множества, не являющиеся 
максимальными (см. задачу 19 в конце этого параграфа). Поэтому 
вопрос о существовании максимальных множеств имеет существен- 
ное значение для теории рекурсивно перечислимых множеств. 
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Теорема 1 (Фридберг [108]). Максимальные рекур- 
сивно перечислимые множества существуют. 


Искомое максимальное множество М можно построить сле- 
дующим путем. Рассмотрим общерекурсивную функцию D (п, x), 
универсальную для всех одноместных примитивно рекурсивных 
функций, определенную в п. 65.2. Совокупность всех значений 
функции D (п, x) (п фиксировано) обозначим через Dp. Каждое 
рекурсивно перечислимое непустое множество совпадает с некото- 
рым Dn. Все значения (двуместной) функции D (п, x) расположим 
в таблицу: 

D (0, 0) 


р (0 (0) 
Борн Dp O 


Множество Dn — это совокупность чисел, лежащих в п-м столбце 
указанной таблицы. Условимся говорить, что в момент времени 
t = 0 мы вычисляем число D (0, 0), в момент ЕЁ = 1 вычисляем 
D (0, 1), в момент é = 2 вычисляем D (1, 0) и, вообще, в момент tå 
вычисляем D (1 (1), г (1)), где lL, r— нумерационные функции 
из п. 3.3. Мы будем также говорить, что число х в момент # нахо- 
дится в столбце с номером l, если для некоторого $ < # 


x=D (1 ($), г (5)), 1 ($) =1. 


Совокупность всех чисел, находящихся в момент { в столбце 
с номером l, обозначим через DŻ. Элементы р — это числа, которые 
в момент { уже отмечены как входящие в множество Ду. Поэтому 


ка РА аа G, 


и Dı есть объединение всех р! ((=0, 1, 2,...). Ясно; что для 

1 > £ множества О" пустые. 
Произвольное число х в момент Ź может находиться в одном 

столбце, или сразу в нескольких столбцах таблицы, или может 


не находиться ни в одном столбце. Положение X в момент Ź в таблице 
мы будем характеризовать числами 


НУ (х) = а0-101 1.1071 --... +a TE АС ее 


где а; = 1, если x € D, и а; =0, если хр". 


Число H: (x) мы будем называть [-высотой числа х в момент Í. 
Единицы и нули в десятичной записи [-высоты числа х в момент Í 
указывают, входит число х в момент Í в соответствующий столбец 
таблицы или нет. Равная нулю [-высота числа х в момент { озна- 
чает, что в этот момент х не содержится ни в одном из столбцов 


с номерами 0, 1, ..., lL. Если x€ DŻ, то десятичная запись числа 
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H? (x) оканчивается цифрой l и потому [-высота числа х в этот 


момент нечетная. Если x 6 DŻ, TO [-высота х в момент Ź четная. 


Отметим сразу же следующие очевидные свойства [-высот. 
а) Для любого и 


Нк НВ) 
6) Для любых l, и 
H (х) < Ши Higa (<) < Ни (и) 
и, в частности, 
Ни (х) = Hipu (и) = НИ (x) = НИ (и). 


Укажем теперь алгоритм для построения неубывающей цепоч- 
ки конечных множеств 


M- < Мо < М! <=... <= М! . 


объединение которых М и окажется максимальным множеством. 
По определению в качестве M~t берем пустое множество. Допустим 
теперь, что МЕ" построено. Вычисляем число x = D (1 (t), г (8) 
таблицы на стр. 176. Пусть L = 4 (4). Если 


хе рт или ХС МЕТ, 
то полагаем Mt = МГ". Если же 
хер ихё МЕ, (1) 


. 3 


то просматриваем все такие числа f `œ l, для которых x € D}. 


Поскольку в момент Ź в таблице столбцы номеров, больших É, 
пусты, то чисел f, обладающих упомянутыми свойствами, конечное 
множество. Для каждого из указанных чисел f ищем все такие 
числа у, для которых существуют числа Y4, ..., Yf, удовлетворяю- 
щие требованиям 


и < у<...<у < ух, (2) 

и 6 MEE, e. у: Mi, УЕ М1, | (3) 

Ну (у)=...=Н;(и)=Н) (у) = Ну (x)—1. (4) 

Добавляя все числа у для каждого f в множество MEt, nony- 
чим множество МЕ. Объединяя все множества Mt (t= 0, 1,...), 


получим множество М. Так как множества MÉ строятся посредст- 
вом алгоритма, то в силу тезиса Чёрча множество М рекурсивно 
перечислимое. Конечно, это не строгое доказательство. Однако 
строгое доказательство рекурсивной перечислимости М построить 
нетрудно и оно предоставляется читателю. Несколько более сложно 
доказать, что дополнение М обладает свойствами 1), 2). 

Вместе с Фридбергом будем говорить, что число х в момент t 
обитает на с-высоте i, если 


HÝ (x)=i, xę Mu. (5) 
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Посмотрим, по каким причинам число X, обитающее в некоторый 
момент # на с-высоте Í, в момент Ё -- | перестает обитать на yka- 
занной с-высоте. Согласно (5) это может произойти, во-первых, если 
X в момент Ё-- | имеет большую с-высоту, чем в момент 2, то есть 
в момент -+ |1 вычисляется число x = D (t (t+ 1), Г(Е- 1) 
и притом 


х40, (<  (=L(t+1)). (6) 


Во-вторых, это может произойти потому, что х в момент # - 1 
попадает в МИ! и, значит, в любой следующий момент X не обитает 
ни на какой высоте. 

Число х называется резидентом с-высоты Å, если, начиная 
с некоторого момента времени Íg, X постоянно обитает на с-высоте 1. 
Так как в этом случае х не входит ни в какое МЕ To x € M’ и, зна- 
чит, все резиденты содержатся в M’. 

С другой стороны, пусть х Е М”’и с — произвольное фиксиро- 
ванное число. Число различных с-высот конечно. С течением вре- 
мени с-высота х не убывает. Следовательно, начиная с некоторого 
момента времени, число х будет иметь какую-то постоянную с-высо- 
ту i. Так как при любом ź x ¢ Mf, то x — резидент с-высоты {. 
с-высота Í называется вполне обитаемой, если в различные моменты 
времени обитателями этой с-высоты побывает бесконечно много 
различных чисел, иначе говоря, если для каждого натурального п 
найдутся такие х, [, что 


хи, ХМ Н(х=г {8 


В любой момент времени Ё множество М! может содержать 
лишь числа, не превосходящие наибольшего числа, находящегося 
в данный момент в таблице. Поэтому все числа, большие указанного 
наибольшего табличного числа, обитают в момент Ź на с-высоте 0. 
Таким образом, с-высота 0 вполне обитаемая. 

Лемма 1. Для каждого с пусть ip обозначает наибольшую 
вполне обитаемую с-высоту. Для каждого с существует не менее с 
резидентов с-высоты i и потому множество М’ бесконечно. 

По условию существует лишь конечное множество чисел, 
которые в тот или иной момент времени будут обитать на с-высоте, 
большей ie. Поэтому найдется такой момент времени fo, начиная 
с которого каждое число, обитающее в некоторый момент é > to 
на с-высоте, большей или равной İç, обитает на той же высоте 
в любой момент Í > Ц. 

с-высота ie вполне обитаема. С другой стороны, в каждый 
момент. прекращают обитать на указанной с-высоте не более конеч- 
ного множества чисел. Поэтому существует бесконечно много чисел, 
которые будут обитать на с-высоте Íe в тот или иной момент вре- 
мени, больший fg. Покажем, что наименьшие с из этих чисел заведомо 
будут резидентами с-высоты ie. 

Пусть у — одно из указанных с чисел. Допустим, что у не рези- 
дент. По условию, и обитает на с-высоте ie в какой-то момент f4 >> Ц. 
Перейти в некоторый позднейший момент в обитатели более высокой 
с-высоты число у не может в силу выбора Ц. Оставаться вечно обита- 
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телем с-высоты ie число у не может, так как оно не резидент этой 
с-высоты. Поэтому найдется момент Í -++ |1 > И, начиная с KOTO- 
рого у уже не будет обитать на высоте &, и потому будем иметь 


У М1, УЕМ', (8) 

НЁ (у) =. (9) 

Положим D (l (t), r (1) = x, L (t) = I. Согласно сказанному 
выше, из условий (8) следует, что существуют числа f, и, ..., Yf, 


связанные условиями 


хер, 1<Ь 


и соотношениями (1), (2), (3), (4). 
Пусть с < f. Тогда из (4), 6) и (9) следует 


Ну (ин) =... = НН, (9) =, 


то есть в момент Ź на с-высоте ie обитает с чисел Y4, ..., Ye, мень- 
ших у. Это противоречит условию, что у — одно из с наименьших 
чисел, побывавших обитателями с-высоты & в подходящие моменты 


времени после to. 
Пусть, напротив, [< с. Из (9), 6) и (4) теперь следует 


Нь (y) < H} (x). (10) 


Так как х ¢ Mft, то из (10) видно, что х обитает в момент # 
на с-высоте, большей ie. Но тогда число x должно обитать на той 
же с-высоте и в момент Ź — 1, то есть 


НЕ 1 (х) = НЕ (х). | (11) 


Однако (см. (1)) из 
хё pA, tD Tai 
следует, что 
НЕ" (х) < Но (Хх), 


вопреки соотношению (11). Полученное противоречие завершает 
доказательство леммы 1. 

Лемма 2. Для любого с не более чем одна с-высота имеет 
бесконечно много резидентов. 

Как и в лемме l, обозначим через ie наибольшую вполне обитае- 
мую с-высоту. Всякая с-высота, имеющая бесконечно много рези- 
дентов, вполне обитаемая. Поэтому никакая с-высота, большая İç, 
не может иметь бесконечно много резидентов и лемма 2 будет 
доказана, если удастся показать, что каждая с-высота i, меньшая İc, 
содержит не более с резидентов. 

Допустим, напротив, что с-высота i имеет c- | резидентов 
Yı L.. : < Ye < у. Обозначим через Ц момент времени, начиная 
с которого все указанные резиденты постоянно обитают на с-высоте Í. 

12? 


t 
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Среди чисел, появляющихся в таблице после момента Ц и в какой-то 
дальнейший момент обитающих на высоте Åe, ищем число х, боль- 
шее у. 

По условию, в какой-то момент и > Íp 


Не (у) < Нь (х), хе МУ. (12) 
Ищем наименьшее число f, для которого 
т + H” (x). 
Из УЗ следует, что {< 
(< Н; (х), хЕБ;. 


Так как для d< f имеем Ну (у) =H} (x), то 
HY (y) =H} (x)—1. 
Рассмотрим наименьшее ź, для которого H$ {5} = (x). Соглас- 


но (6) в момент #Ё имеем 
Sp г(0), Е, ТЕГ (=). 


Поскольку х появляется в таблице позже момента Ц, то Í >to 
и, значит, 


Ну) =... = H$ (уе) =H} (x)—1. 


Итак, в момент É вычисляется число X, для которого выполнены 
условия (1) и существуют числа f, и, ..., Yj» Y, удовлетворяю- 
щие требованиям (2), (3), (4). Поэтому y € MÉ H Y не может быть 
резидентом никакой высоты, вопреки предположению. Лемма 2 


доказана. 

Нам надо было доказать, что множество М’ сжато. Бесконеч- 
ность М’ уже установлена в лемме 1. Поэтому остается доказать, 
что ни для какого с множества 


M'N 2%, M'N D; 


не могут быть одновременно бесконечными. Но уже указывалось, 
что в любой момент времени элементы из D, имеют четную с-высоту, 


а элементы из De имеют нечетную с-высоту. С другой стороны, все 
элементы из М суть резиденты подходящих с-высот. Поэтому 
числа из М’ () D, являются резидентами четных высот, а числа 
из M’ N О. — резидентами нечетных высот. Множество с-высот 
конечно. Если бы оба множества М N De и М' ГП Di были беско- 
нечными, то существовали бы четная и нечетная с-высоты, каждая 
из которых имеет бесконечно много резидентов, что противоречит 


лемме 2. 
Итак, М’ — сжатое, М — максимальное и теорема | доказана. 
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Дополнения, примеры и задачи 


1. Если @& — числовое множество, то через } (œ) будем 
обозначать множество значений функции f(x) при xea. Если 
общерекурсивная функция f(x) осуществляет одно-однозначное 
отображение натурального ряда на свою часть, то из креатив- 
ности (продуктивности) Œ вытекает креативность (продуктив- 
ность) f (©). 

2. Если из продуктивного множества вычесть какое-нибудь 
содержащееся в нем рекурсивно перечислимое множество, то оста- 
нется снова продуктивное множество. Если к креативному множе- 
ству добавить не пересекающееся с ним рекурсивно перечислимое 
множество, то получится креативное множество. 

3. Совокупность постовских номеров одноэлементного множе- 
ства продуктивна. Совокупность постовских номеров всех рекур- 
сивно перечислимых множеств, отличных от множества {0}, также 
продуктивна. | 

4. Построить продуктивное множество, дополнение которого 
также продуктивно (см. предыдущую задачу). 

5. Каждое бесконечное рекурсивно перечислимое множество 
содержит продуктивное подмножество и креативное подмножество. 

6. Если иммунное множество Œ т-сводится к множеству В, 
то В иммунное. Аналогичное верно и для простых множеств. 

7. Каждое бесконечное рекурсивно перечислимое множество 
содержит иммунное и простое подмножества. 

8. Рекурсивно перечислимое множество называется мезоичным, 
если оно ни рекурсивное, ни креативное, ни простое. Доказать 
существование мезоичных множеств (Деккер [28]). 

9. Каждое нерекурсивное рекурсивно перечислимое множество 
есть сумма двух непересекающихся нерекурсивных рекурсивно 
перечислимых множеств (Фридберг [108]. 

10. Частичной продуктивной функцией для множества Œ назы- 
вается частично рекурсивная функция р (п) такая, что 


Nn = 4 => p (п) определено и р (п) ба— ль. 


Если % имеет частичную продуктивную функцию р (п), то & 
имеет и общерекурсивную продуктивную функцию, то есть Œ npo- 
дуктивно. Действительно, пусть Ô — область определенности р (п). 
Предикат уЕб & (x= p(y) V хЕл,) рекурсивно перечислим. 
По теореме о представлении (п. 7.3) найдется общерекурсивная 
функция f (y) такая, что 


у EÒ & (х=р (у) V x E Ty) <> x E Tf 


Отсюда следует: 1) ВПЕб Rin = л, U P (п)}; 2) nei 
>in) = N; 3) n ¢ ô = р (f (1)) определена. Таким образом, 
области определенности р (x) и р { (х)) в сумме дают N. Берем 
общерекурсивную функцию g (x), значения которой частью совпа- 
дают ср (x), частью ср (f (x)) (см. п. 7.3, теорема 3). Так Kak p u pf 
частично продуктивные для ©, то g будет искомой продуктивной 
функцией для Œ. 
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11. Подмножество В продуктивного множества % называется 
продуктивным, центром а, если В = {р (x) | ny TA} для подходя- 
щей частичной продуктивной функции р (x) для œ. Показать, что 
если В — продуктивный центр продуктивного множества Œ, то Q 
обладает и таким продуктивным центром Y, что УС би В у 
бесконечно. Показать, что каждое продуктивное множество имеет 
любое конечное число попарно не пересекающихся продуктивных 
центров. 

12. Множество % тогда и только тогда продуктивно, когда 
существует такая общерекурсивная функция f (x), что 


Г (x) € (a — Tx) U (Tx — a) 


для всех значений x (Майхил, ср. Фридберг и Роджерс [109]). 

13. Пересечение продуктивного и простого множеств есть мно- 
жество продуктивное (Деккер [29]). 

14. Анализ доказательства теоремы 3 из п. 8.2 непосредственно 
приводит к следующим результатам, несколько более тонким, чем 
сама теорема 3. Множество Œ назовем слабо продуктивным, если 
для него существует такая общерекурсивная функция f(x), что 


а) Ty = Q > f(x) Eg, 
6) (Xx одноэлементно H Ny C A) =>] (x) E Ty. 


Показать, что каждое рекурсивно перечислимое множество 
т-сводимо к дополнению произвольного слабо продуктивного 
множества и потому каждое слабо продуктивное множество про- 
дуктивно. 

15. Пусть все множества некоторого семейства © имеют одну 
и ту же слабо продуктивную функцию. Тогда 

а) существует функция, продуктивная одновременно для каж- 
дого множества из ©; 

6) пересечение всех множеств из © продуктивно; 

в) объединение всех множеств из © продуктивно (Ш мульян 
РЕЗ, стр. 10). 

16. Каждое рекурсивно перечислимое множество, имеющее 
бесконечное дополнение, содержится в некотором простом множе- 
стве. Верно ли, что каждое рекурсивно перечислимое множество, 
имеющее бесконечное дополнение, содержится в некотором макси- 
мальном множестве? 

17. Согласно п. 7.4 у-номером (стандартным номером) конеч- 
ного множества, состоящего из чисел C4 < C3 <... < си, назы- 


вается число 2° - 22 + ...-- от, а \-номером пустого множе- 
ства называется 0. Словами Yn, лп обозначаются конечное множе- 
ство, имеющее стандартный номер п, и соответственно рекурсивно 
перечислимое множество, имеющее постовский номер п. 

Бесконечное множество © называется гипериммунным, если 
не существует ни одной общерекурсивной функции i (x), для которой 
все множества yi (0), yi (1), ..., yi (м), ... попарно не пересе- 
каются и каждое имеет хотя бы один элемент из Œ. 

Бесконечное множество Œ называется гипергипериммунным, 
если не существует ни одной общерекурсивной функции i (х), для 
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которой множества Ni (0), xi (1), ..., xi (п), ... попарно не nepe- 
секаются, конечны и каждое из них имеет непустое пересечение с ©. 

Множество @ называется гиперпростым или гипергиперпростым, 
если & рекурсивно перечислимое, а его дополнение Q’ гипериммун- 
ное или соответственно гипергипериммунное. 

Показать, что каждое гипергиперпростое множество гипер- 
просто, а гиперпростое просто. Доказать, что все максимальные 
множества гипергиперпростые (Фридберг 1[108]). 

18. Построить максимальчые множества Œ, В, отличающиеся 
бесконечным множеством элементов (например, принять во внима- 
ние, что дополнение максимального множества состоит либо почти 
целиком из четных, либо почти целиком из нечетных чисел). 

19. Если максимальные множества Q, В отличаются бесконеч- 
ным множеством чисел, то их пересечение гипергиперпростое, 
но не максимальное (Ейтс [36]. 

20. Если рекурсивно перечислимое множество Q не гипергипер- 
простое и его дополнение %” бесконечное, то найдется такая обще- 
рекурсивная функция j (x), что последовательность Nj (0), л] (1),... 
будет состоять из попарно не пересекающихся множеств, каждое 
из которых имеет бесконечное пересечение с &’ (Ейтс [36]). 

21. Существует гиперпростое множество, не являющееся гипер- 
гиперпростым. 

22. Прямым пересчетом (или трассирующей функцией) множе- 
ства Œ называется функция f (x), пересчитывающая элементы Œ стрс- 
го в порядке их возрастания. Иначе говоря, для бесконечного Œ 
f (x) — монотонно возрастающая функция, совокупность значений 
которой совпадает с Œ. Показать, что общерекурсивным прямым 
пересчетом обладают бесконечные рекурсивные множества и толь- 
ко они. 

23. Говорят, что функция g (x) мажорирует функцию f(x), 
если существует такое а, что g (x) >> f (x) для x > а. Доказать, что 
рекурсивно перечислимое множество © тогда и только тогда гипер; 
простое, когда его дополнение &’ бесконечно и прямой пересчет & 
не мажорируется никакой общерекурсивной функцией (У спен- 
ский [104], Райс [83]. 3 

24. Говорят, что частично рекурсивная функция f (x) ретрасси- 
pyem множество Œ, если для каждого х Е о: а) значение f (x) опре- 
делено; 6) если число х не минимальное в Œ, то f (x) есть ближайшее 
меньшее в ŒQ; в) если X минимальное B Œ, то f (x) = x. Множество Q 
называется ретрассируемым, если существует хотя бы одна частично 
рекурсивная функция, ретрассирующая 4. 


Пусть числа ag, @4, 42... а, ... удовлетворяют усло- 
виям: |< 4 <9, 0<а<9 @1=1,2,...). Показать, что 
множество 


о —={а0, 10-a0 ат, 102.0 10-a} ао, HANG ` 
ретрассируется функцией 
№5 еси. 90 LL, 


= a 
f (x) [ -5 |> ecm 1055 х 
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Таким образом, функция f (x) является ретрассирующей для конти- 
нуального числа множеств O. 

Показать, что каждое рекурсивное множество ретрассируемо 
и что каждое ретрассируемое множество рекурсивно или иммунно 
(Деккер и Майхил [31)). 

25. Каждое ретрассируемое множество, имеющее рекурсивно 
перечислимое дополнение, или рекурсивно, или гипериммунно 
(см. задачу 23) (Деккер и Майхил [31])). 

26. Рекурсивно перечислимое множество Œ тогда и только тогда 
имеет ретрассируемое дополнение, когда существует общерекурсив- 
ная функция X% (x) такая, что множество Œ является совокупностью 
тех значений X, для которых неравенства 


Х (у) < Х(х) & Ух 


имеют некоторое решение у (представление Ейтса [36]. 

27. Множество Œ тогда и только тогда гипергиперпростое, 
когда оно рекурсивно перечислимо, его дополнение & бесконечно 
и % не содержит бесконечных ретрассируемых подмножеств 
(Ейтс 1[36]). 

28. Табличная сводимость. С алгоритмической точки зрения 
т-сводимость множества % к множеству В означает истинность 
для некоторой общерекурсивной функции f (x) следующего пред- 
писания: если хотите знать, расположено число х внутри или вне 
множества &, то найдите f (x) и узнайте расположение] (x) относи- 
тельно В. Если f (x) внутри В, то x внутри ©; если же f(x) вне В, 
то х вне Q. 

Вид этого предписания легко обобщается, например, следую- 
щим образом: если хотите знать, как расположено х относитель- 
но Œ, вычислите значения двух рекурсивных функций f4 (x), fo (x) 
_и посмотрите, как эти значения расположены относительно 
Если fı (x) ЕВ & fo (x) Е В, Tox EQ, ав остальных случаях x 6“. 

Последний критерий можно изменить, потребовав, чтобы 
x € æ было в случаях fi (x) ¢ B & fo (x) € B unn fa (x) ЕВ&Ь (4) ЕВ, 
а в остальных случаях чтобы было х 6 а. 

Класс рассматриваемых предписаний можно еще расширить 
путем задания п функций fy (x), ..., В (x) и усложнения соответ- 
ствующих критериев вхождения X B & (таблиц истинности). Все эти 
предписания были названы Постом [74] табличными своди- 
мостями. Ясно, что вместо задания п функций можно ограничиться 
и заданием лишь одной функции x(t) = [n— 1, [Å (0, ... 
..., № 0], m— 1]. Тогда знание x (t) дает не только число п, 
значения f4 (1), ..., fn (É), но и номер т соответствующей таблицы 
истинности. Изложенное можно резюмировать в следующем формаль- 
ном определении. 

Условимся говорить, что число х таблично сводимо к множе- 
ству В (символически х#В), если в результате следующих Bhl- 
числений: 

1) ищем числа n = [х]и + 1; y = [x], т = [x]; + 1, где 
[х];; — нумерационные функции из п. 7.1 (или соответствующие 
из п. 3.3); | 
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2) ищем числа & = X% (lyla), ..., в = (|), где х— 
характеристическая функция множества В; 

3) находим число и = e4 + =22 +... en:2™! и, пред- 
ставляя т в виде т = 200 9 |... 048 Чи 
...< и.), находим числа и, Ui ..., Из 

— окажется, что иЕ {10, щ, ..., Из. 


Множество Œ называется таблично сводимым к множеству В 
(символически 0118), если существует такая общерекурсивная 
функция f(x), что ХЕХ <> f(x) НВ для каждого значения x. 


Показать, что отношение табличной сводимости рефлек- 
сивно, транзитивно и что из 1-сводимости вытекает табличная CBO- 
ДИМОСТЬ. 

29. Говорят, что множество Œ сводится к В таблицами шири- 
ны W, если существует такая общерекурсивная функция f(x), 
что xea <> f(x) НВ и [F ()]a H1 <w для каждого значе- 
HHA X. 

Если множество Œ сводится к В таблицами ширины V, a В сво- 
дится K Y таблицами ширины W, то Œ сводится к Y таблицами шири- 
ны VW. Из т-сводимости вытекает сводимость таблицами ширины 1. 
Верно ли обратное? 

30. Если @& таблично сводимо к рекурсивному множеству, 
то Œ рекурсивное. 

31. Креативные множества таблично сводимы к простому 
множеству Поста, построенному в п. 8.3 (Пост [74]. 

32. Креативные множества не сводимы таблично к гиперпро- 
стым множествам (Пост [74]. 

° 33. Множество % называется ограниченно таблично сводимым 
к множеству В, если для некоторого W & сводимо к В таблицами 
ширины W. Никакое креативное множество не может быть ограни- 
ченно таблично сводимым к простому множеству (Пост [74], 
стр. 304). 

34. Пусть а" обозначает совокупность номеров п-ок с элементами. 
из Œ. Показать, что Œ” сводится к Œ таблицами ширины п. Суще- 
ствует такое простое множество Q, что Q? == pA, а = pA, ... 


OE mP означает, YTO Œ не 1-сводимо к В) (Фишер [107]), 


35. Согласно Шмульяну иммунное множество @& называется 
эффективно иммунным, если существует такая частично рекурсив- 
ная функция f (x), что для каждого значения X: если NX содержится 
в Œ, то f (x) определено и число чисел в лх меньше f (x). Рекурсивно 
перечислимое множество называется эффективно простым, если 
его дополнение эффективно иммунное. Показать, что построенное 
в п. 8.3 простое множество Поста эффективно простое. Каждое 
эффективно простое множество простое. Существуют простые множе- 
ства, не являющиеся эффективно простыми (Сакс [92]. 

36. Показать, что пересечение двух простых множеств есть 
простое множество, объединение двух простых множеств либо про- 
сто, либо имеет конечное дополнение, существуют два простых 
множества, объединение которых совпадает с всем множеством 
натуральных чисел. Те же утверждения имеют место и для гипер- 
простых множеств (Деккер [28]). 
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$ 9. НУМЕРАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
СОВОКУПНОСТЕЙ 


В данном параграфе излагаются основы общей 
теории нумерованных совокупностей объектов. Одно простое 
свойство нумерации Клини, сформулированное в абстракт- 
ном виде, принимается в качестве аксиомы, определяющей 
так называемые полные нумерации, среди которых, помимо 
нумераций Клини и Поста, имеется и ряд других конкрет- 
ных важных нумераций. Более детально изучаются свой- 
ства некоторых специальных нумераций семейств рекур- 
сивно перечислимых множеств, что позволяет более отчет- 
ливо выделить место, занимаемое нумерациями Клини 
и Поста среди других возможных нумераций совокупно- 
стей частично рекурсивных функций и множеств. В конце 
параграфа рассматривается понятие рекурсивной неотде- 
лимости множеств, связанное с нумерациями и играющее 
заметную роль в теории рекурсивных функций. 

9.1. Изоморфизм и эквивалентность нумераций. 
Нумерацией ф совокупности объектов И называется OTO- 
бражение некоторого множества № натуральных чисел 
на совокупность U. Число п Е М, называется ф-номером 
(или просто номером, если ф фиксировано) объекта фи Е U. 
Множество No называется номерным множеством нумера- 
ции Фф. Из этого определения следует, что каждый объект 
нумерованной совокупности имеет хотя бы один номер. 
Если каждый объект имеет в точности один номер, то 
нумерация называется одно-однозначной (или, короче, 
однозначной). Если номерное множество №, совпадает со 
всем натуральным рядом N, то нумерация называется 
простой. Далее мы будем рассматривать лишь простые 
нумерации, хотя многие понятия и теоремы легко пере- 
носятся и на непростые нумерации (см. [52] и указанную 
там литературу). Соответственно этому далее под словом 
нумерация, если не оговорено противное, всегда понимает- 
ся простая нумерация. 

Пусть (U, ф) — некоторая нумерованная совокупность U 
с нумерацией ф. Вводим на номерном множестве № = N 
бинарное отношение O, полагая по определению 


хди <> фх = фу. 
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Ясно, что отношение 9 рефлексивно, транзитивно и сим- 
метрично. Его иногда называют нумерационной эквива- 
лентностью и вместо хду пишут x = y (тоа0). Совокуп- 
ности чисел, эквивалентных друг другу по mod 0, называют- 
ся нумерационными классами. Иначе говоря, нумерацион- 
ными классами называются совокупности всех номеров 
отдельных объектов из U. Если п — число, то через On 
обозначается множество чисел, сравнимых по 1104 0 с n, 
то есть Ôn есть множество всех номеров объекта ỌN. 
Система (//9 всех нумерационных классов находится в есте- 
ственном взаимно однозначном соответствии с совокуп- 
ностью объектов U. В каком-то смысле нумерацию ф можно 
считать вполне заданной, если задано отношение 0. С этой 
точки зрения теория нумерованных совокупностей — это 
теория рефлексивных, транзитивных и симметричных отно- 
шений, заданных на натуральном ряде. 

Говорят, что общерекурсивная функция f(x) представ- 
ляет гомоморфизм нумерованного множества (U, ф) на 
нумерованное множество (У, p), если f(x) отображает 
взаимно однозначно натуральный ряд на себя и если для 
каждых x, y | 
px = py = yf (x) = pf (и). (1) 

Из условия (1) следует, что отображение А : фх —> 1] (x) 
есть однозначное (в одну сторону) отображение U на У, 
которое, собственно, и называется гомоморфизмом, а функ- 
ция f (x) лишь «представляет» этот гомоморфизм. 

Ясно, что если f (x) представляет гомоморфизм нумеро- 
ванного множества (U, ф) на нумерованное множество 
(У, $), а функция g (x) представляет гомоморфизм (И, ф) 
на нумерованное множество (W, Хх), то функция g (f(x) 
представляет гомоморфизм (U, ф) на (W, y). Иначе говоря, 
композиция гомоморфизмов есть гомоморфизм. 

Говорят, что общерекурсивная функция f (x) представ- 
ляет изоморфизм нумерованного множества (U, Q) на нуме- 
рованное множество (И, ф›, если f (x) отображает взаимно 
однозначно натуральный ряд на себя и для каждых X, у 


фх = фу <> Yf (x)= Yf (y). 
Таким образом, функция f (x) представляет изоморфизм, 


если f представляет гомоморфизм (U, p) на (V, Yp), а обрат- 
ная функция f~ представляет гомоморфизм (У, ф) на ((,Ф). 
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Нумерованные множества называются ‘изоморфными, 
если существует функция, представляющая изоморфизм 
первого множества на второе. Из замечания O композиции 
гомоморфизмов следует, что отношение изоморфизма нуме- 
рованных множеств рефлексивно, симметрично и тран- 
3HTHBHO. 

Вводя понятия гомоморфизма и изоморфизма, мы pac- 
сматривали, вообще говоря, различные нумерованные COBO- 
купности объектов. Однако случай, когда сравниваются 
различные нумерации одного и того же множества, играет 
важную роль и требует новых понятий. Пусть ф, ф — 
(простые) нумерации одной и той же совокупности объек- 
тов U. Мы будем говорить, что нумерация ф сводится 
к нумерации p (символически ф<\), если существует 
общерекурсивная функция f (x) такая, что 


px = 7 (x). 


Нумерации ф и ф называются эквивалентными, если 
каждая из них сводима к другой. С точки зрения теории 
алгоритмов эквивалентные нумерации — это такие нумера- 
ции, для которых существует алгоритм, позволяющий по 
произвольному номеру любого объекта из основной сово- 
купности в одной нумерации найти некоторый номер того 
_же объекта в другой нумерации. 

Нумерация ф называется рекурсивно изоморфной нуме- 
рации 1ф, если существует общерекурсивная функция f (x), 
отображающая взаимно однозначно натуральный ряд М на 
себя и сводящая ф к Y. 

Значение понятия изоморфизма нумераций можно пояс- 
нить следующим образом. Вводя нумерацию ф совокупно- 
сти U, мы, естественно, начинаем смотреть на номер x 
объекта фх как на его координату в координатизации Q. 
Переход от нумерации ф к нумерации 1 означает, с этой 
точки зрения, переход от одной координатизации к другой. 
Какие же координатизации считать равноценными? С алго- 
ритмической точки зрения наиболее «равноценными» сле- 
дует считать изоморфные, так как в этом случае упомянутая 
выше функция f (x) дает алгоритм, позволяющий по COBO- 
купности всех номеров объекта в одной нумерации нахо- 
дить не один номер, а все номера того же объекта в другой 
нумерации. 
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Мы ввели два понятия изоморфизма: изоморфизм двух 
нумерованных множеств и изоморфизм нумераций одного 
и того же множества. Следующий пример показывает, что 
эти понятия существенно различны. 

Пусть семейство U состоит из всех натуральных чисел. 
Тождественное отображение U на U обозначим через ф. 
С другой стороны, пусть функция g (x) осуществляет B34- 
имно однозначное отображение натурального ряда на себя, 
но не является рекурсивной. Формулой \ф x = g (x) вводим 
нумерацию p той же совокупности U. Нумерации фи Y 
как нумерации одного и того же множества не изоморфны. 
Действительно, изоморфизм фи p равносилен существо- 
ванию общерекурсивной функции f (x), удовлетворяющей 
соотношению 


px = Ф/(х). 


Из определения нумераций ф, 4 следует, что g ([(х)) = x. 
Но это невозможно, так как g не рекурсивна, а f рекурсивна. 
В то же время нумерованное множество (U, ф) изоморф- 
но нумерованному множеству (U, ф), так как заведомо 
выполняется соотношение фх = фу <> yx = Yy. 
Рассмотрим еще одну нумерацию того же множества U, 
определенную формулами 


х(0)=0, хх =х. 


Это значит, что объект 0 имеет в нумерации y два номера 
0 и 1, а все остальные объекты имеют по одному номеру. 
Нумерации ф, % эквивалентны. Однако они не изоморфны, 
ибо соответствующие нумерационные классы у изоморфных 
нумераций имеют одинаковое количество чисел, тогда как 
все классы нумерации ф имеют по одному числу, а нумера- 
ция X% имеет класс, состоящий из двух элементов. 

Следующий способ образования из одного нумерован- 
ного множества другого часто оказывается полезным. 
Пусть задана совокупность объектов U, снабженная нуме- 
рацией ф. Определим на U какое-нибудь отнощение экви- 
валентности о и рассмотрим систему U/ọ всех классов 
друг другу о-эквивалентных объектов из U. Пусть оа — 
класс всех объектов из U, о-эквивалентных какому-либо 
объекту а. Вводим нумерацию Qp системы И/о, полагая 
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для произвольного х Е N 
фьх = офх. (2) 


Из этой формулы непосредственно видно, что тождест- 
венная функция |] (х) = х представляет гомоморфизм 
нумерованного множества (U, ф) на нумерованное множе- 
ство (U/o, Фо). Множество И/о называется фактор-мно- 
жеством от U по эквивалентности о, а нумерация Pp назы- 
вается фактор-нумерацией от ф по о. Из той же формулы (2) 
видно, что нумерационные классы чисел для фактор- 
нумерации Pp являются объединениями соответствующих 
нумерационных классов для исходной нумерации Q. 

Теорема 1 (o гомоморфизме). Пусть функция f (x) 
представляет гомоморфизм нумерованного множества 
(U, ọ) на нумерованное множество (V, $). Вводим на 
совокупности U эквивалентность о, называя объекты из U 
0-эквивалентиыми, если их гомоморфные образы в V coena- 
дают, то есть полагая 


(px) o (py) <=> Yf (x) = YF (y). 28) 

Тогда функция f(x) представляет изоморфизм фактор- 
множества (U/0, Po) на (У, ф). 
В самом деле, из (3) следует 


På (x) = Yf (У) = Pox = Poy. 
Обратная импликация также очевидна. 
Образец гомоморфизма, представляемого функцией 
Г (x) = x, дают нумерации Клини x и Посга л, так как 


заведомо 
xm = хп => пт = nn. 


Упоминающееся в теореме 1 отношение о здесь означает: 
две функции о-эквивалентны, если совокупности значений 
этих функций равны. 

= 9.2. Односводимость нумераций. Нумерация ф 
множества U называется односводимой к нумерации p того 
же множества, если существует общерекурсивная функция 
Г (x), принимающая различные значения при’ различных 
значениях аргумента и сводящая ф к Yp. Если функция F (x) 
односводит нумерацию ф к нумерации p, а функция g (x) 
односводит p к нумерации Хх, то функция g (f (х)), очевидно, 
односводит Ф К X. 
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Нумерации ф и ф называются одноэквивалентными, 
если каждая из них односводима к другой. 

Понятие односводимости представляет собой специали- 
зацию понятия сводимости. Поэтому из односводимости ф 
к ф или одноэквивалентности ф и 1p вытекает соответственно 
сводимость или эквивалентность ф, p. Обратное не 
всегда верно. Однако существуют простые условия, при 
которых верно и обратное. Для формулировки этих усло- 
pny введем еще одно понятие. 

‚ Нумерацию p совокупности.‘ ‘назовем нумерацией 
с `эффективно бесконечными классами, если существует дву- 
местная общерекурсивная функция В (x, y), обладающая 
следующими свойствами: | 


а) В (x, у) = 1px; 
беги = ВХ, 2). 


Функция В (x, y) доставляет нам алгоритм, который по 
одному какому-нибудь номеру х объекта позволяет найти _ 
бесконечное число различных номеров В (x, 0), В (x, 1), 
того же объекта. 

Теорема 1. Если нумерация ф сводима к нумера- 
ции p, имеющей эффективно Or ИНЫЕ классы, то ф одно- 

сводима к 1. 
| Пусть функция f (x) сводит ф к p, и пусть функция 
В (x, y) обладает свойствами а), 6) относительно нумера- 
ции 1. Функцию g (x), односводящую ф к p, можно NMO- 
строить следующим образом. 

Полагаем по определению g (0) = f (0) и далее, считая 


значения g (0), с (1), ..., g (n) уже известными, полагаем 
h (п) = ре (B(f (n+ 1), t)¢ {g (0), ..., & (п), (1) 
g(n+1)=B(f(n+1), В (п)). (2) 


Из (1) следует, что g (п + 1) ¢ {g (0), ..., &(п)}, то есть 
что функция g(x) принимает различные значения при 
различных значениях аргумента, а из (2) и свойств функ- 
ции В (x, и) имеем 


ра (п) = Yf (п) = фп. 


Остается проверить, что функция g общерекурсивная. 
С точки зрения теории алгоритмов это ясно, так как для 
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вычисления значений функции g указан регулярный про- 
цесс. Однако для строгого доказательства этого факта надо 
показать, что функция g получается операторами подста- 
новки, примитивной рекурсии и и-оператором из функ- 
ций В, f и других общерекурсивных функций. Необхо- 
димые вычисления не представляют особой трудности 
и мы их здесь опустим (см. задачи 1, 2 к этому па- 
раграфу). 

Если внимательно просмотреть доказательство теоремы 1, . 
то легко обнаружить, что оно показывает справедливость 
не только теоремы 1, но и следующего, несколько более 
общего утверждения. 

Теорема la. Густь нумерация ф сводима к нумера- 
ции ф. Если при этом существует общерекурсивная функ- 
ция Bo (x, y), удовлетворяющая требованиям . 


а) Во (x, у) = фх; 
0) y4 2-Е Ва), 


то нумерация ф односводима к нумерации p. 
Действительно, функцию g (x), односводящую ф к 1p, 
можно определить по тем же формулам (1), (2), заменив в 
них лишь подформулы В (Ff (п +1), ВиВ (f(n + 1), А (п)) 
соответственно выражениями Bo (п-1, t) и Bo (п--1, Й(п)). 
Ясно, что теорема | есть частный случай теоремы la: 
если функция В (x, у) для нумерации 1p известна и Hy- 
мерация Фф сводится функцией f(x) к нумерации p, то 


функция 
Во (x, y)=B (f (x), y) 


Обладает свойствами a), 6) из теоремы la. 

Мы теперь сформулируем и докажем одну из централь- 
ных теорем теории нумерованных множеств, имеющую 
большое значение как для самой этой теории, так и для 
ее приложений. 

Теорема 2 (0б изоморфизме нумераций). Одно- 
эквивалентные нумерации произвольной совокупности объек- 
тов изоморфны между собой. 

Пусть ф, 4 — одноэквивалентные нумерации какой- 
нибудь совокупности объектов U. Обозначим через f(x) 
функцию, односводящую нумерацию ф к нумерации т, 
и через g (x) функцию, односводящую ф к Фф. Нам надо 
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‘указать алгоритм для вычисления значений новой функции 
h (x), которая представляла бы изоморфизм ф на 1. Для 
этого придется ввести несколько вспомогательных понятий 
и функций. 

Финитным соответствием условимся называть каждую 
конечную последовательность 


(Хо, Ио), Xis И), »--, Xhi Ув) (3) 
пар натуральных чисел, удовлетворяющую условиям 
и гай" Па ДЕ (4) 
Px: = Фу; (i, j=0, F, area k). 


Номером финитного соответствия (3) назовем число 
f ++ ] 
х,, и; 
i g E Ц р; вы , 
k 


где po=2, р! = 3, ... — последовательные простые числа, 
а [x, y] — номер пары (х, у), вычисляемый согласно п. 7.1. 

С помощью заданных функций f, Æ мы хотим теперь 
построить общерекурсивные функции © (т, п), T (т, n), 
значения которых были бы равны номерам финитных соот- 
ветствий 


(Хо, Ио), (Ха, Y =- e3: (Хь, Ув), (M; Ув) (5) 
и соответственно 
(Хо, 0), (Xis Yas <- -3 (в, Ув), (Xk+1, Т), (6) 


где п — номер соответствия (3), т — произвольное число, 
а Хь+1, Yk+1 — подходящие числа, зависящие от т, N. 
Соответствия (5) и (6) представляют собой расширения 
соответствия (3), которые вводят в игру произвольно задан- 
ное число т. Возможность таких расширений и доказывает- 
ся посредством построений функций $ (т, п) и T (m, п). 

Укажем сначала алгоритм для вычисления © (т, n). 
Пусть заданы число т и некоторое соответствие (3), номер 
которого есть п. Нам надо указать, какое число мы выбира- 
ем в качестве Yk+1. Этот выбор производится по-разному 
в каждом из следующих трех возможных случаев. 

а) Если тЕ{х, ..., XR} и Г — наименьшее число, 
удовлетворяющее требованию X; = т, то полагаем ул+1 = Yi- 
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6) Если. Же сом и Ге Ш -.., 9, TO 
полагаем уча = f (т). 
в) Если mẹ {хо, ..., ль}, но | (т) Е {9о, ..., Yk}, то число 


Ук+: строим посредством следующего процесса. Берем 
наименьшее число й, для которого f (т) = Y, и рассматри- 
ваем f (x). Если f (хи) Е {Yo, ..., Ив}, то берем наимень- 
шее is, для которого f (x4) = Yip и рассматриваем f (хё,). 
Продолжая этот процесс, получим серию чисел уз, ул», 

Мы хотим показать, что эта серия оборвется, то есть что 


найдется число $, для которого f (xi,) € {Yo, ..., Yr}. 
Докажем, что числа у, Yiz. ... различны. Пусть для 
некоторого и числа Yi, ..., И, попарно различны 


и f (Xiu) = Ул. Если бы оказалось, что Ин. = Yiv (1 <9< и), 
то мы имели бы f (Xiu) = F (xis). Так как функция f(x) 
при разных значениях аргумента принимает разные значе- 
ния, то из последнего равенства следует Xiu = Xip; H, зна- 
чит, Yiu = Yiv- Вопреки предположению. 

Итак, все члены последовательности уз, И:., ... различ- 
ны и все они содержатся в множестве {Yo, ..., Ик}. Поэтому 
последовательность будет иметь последний элемент Yis 
и, таким образом, 


F (m) = Уз, f (xi) = Yiz +...) RETEA = Из, 
| | Í (xis) ¢ {Yo, seg Yr}. (7) 


По определению полагаем ура = Î (xis). 

Пара (т, ук-1) построена. Надо показать, что последо- 
вательность (5) представляет собой финитное соответствие 
при условии, что финитным соответствием является после- 
довательность (3). В случаях а) и 6) это очевидно. В случае 
в) второе из требований (4) выполняется автоматически, 
так как ввиду цепочки равенств (7) последовательно 
получаем 


фт = (f (т)) = фу = Pta = $7 (жи) =... = Pf (is) = Pyr: 


Первое из условий (4) в случае в) также выполнено, так 
как для {< k -+ 1 имеем x; = т, а из у; = ука следовало 


бы соотношение f (xi) = Yi Е {Yo, ..., Yk}, невозможное 
ввиду (7). k 
° Меняя ролями f, Xo, ..., Xk H 5, Yo, ..., Yp, аналогичным 


путем по заданному соответствию (3) и числу т строим 
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расширенное соответствие (6). Как уже говорилось, номера 
соответствий (5) и (6) обозначаются через S (т, п) и T (т, п), 
где п — номер соответствия (3). 

Конечно, нас интересуют лишь случаи, когда последо- 
вательность (3) является финитным соответствием. Однако 
с формальной точки зрения описанные выше процессы 
нахождения числа Yk+1 в случаях а), 6) дают определенный 
результат и тогда, когда последовательность (3) не есть 
финитное соответствие. Чтобы достичь этого в случае в), 
достаточно считать серию Yiz» Yio ..., Yis обрывающейся, 
как только окажется, что f (Xis) € {Yo, ..., Ик} или что Yis 
совпадает с каким-либо предыдущим членом в последо- 
вательности у, Yip ... 

После этого дополнительного замечания мы можем счи- 
тать функции © (т, п), T (т, п) определенными для всех 
значений т, N, исключая п = 0, 1, так как последователь- 
ностей с такими номерами вообще нет. Но мы и для п =0, 1 
доопределим функции S (т, п), T (т, п) каким-либо pery- 
лярным способом. В результате будем иметь всюду опре- 
деленные функции S, T, значения которых вычисляются 
при помощи точного алгоритма. Согласно тезису Чёрча 
отсюда следует рекурсивность функций $, T. Строгое 
доказательство рекурсивности ©, T требует, чтобы функции 
S, Г были выражены через f, g и другие рекурсивные функ- 
ции при помощи операций подстановки и и-операций. 
Ввиду рутинного характера соответствующих вычислений 
мы здесь их приводить не будем. 

Итак, нами построены общерекурсивные функции SH T. 
Функция © позволяет финитное соответствие с номером п 
пополнить парой (т, ук+!), содержащей в качестве левого 
элемента произвольно заданное число т, а функция Т 
позволяет финитное соответствие с номером п пополнить 
парой (Xk+1, т), содержащей произвольно заданное чис- 
ло т в качестве правого элемента. 

_ Берем теперь простейшее соответствие, состоящее всего 
из одной пары (0, f (0)), и называем его начальным, а затем 
постепенно расширяем его, применяя поочередно функ- 
ции Фи T так, чтобы в целом получилось отображение всего 
натурального ряда на себя. Для более точного описания 
этого процесса вводим функцию w (x), значение которой 
w (п) будет равно номеру п-го расширения начального 


13* 


196 НУМЕРОВАННЫЕ СОВОКУПНОСТИ tr. iv 
соответствия. Полагаем по определению 
w (0) — piTU; K0], 


AF (3 5} w (n) ) , если п четно, 


TEE (8) 


[5 (Fw (n) ) если’ п нечетно. 


Отсюда видно, что функция W (x) возникает примитив- 
ной рекурсией из функции 


n+ 1 
s([F] =) (в-2[$])+ 
n H 
ar [aJi] 
и потому W (x) — общерекурсивная функция. 
Рассмотрим, наконец, функцию y = AÁ (x), значение 
которой у равно правому числу той пары финитного соот- 
ветствия с номером w (2х), левое число которой равно X. 


Согласно схеме (8) последняя пара финитного соответ- 
ствия с номером W (2х) имеет вид (X, Yk+1), причем 


Yr = [ex (2х, w (2х) — 1)lz, 


где [zlə2 — правый элемент пары с номером 2 (п. 7.1). 
Поэтому 


y = Ah (x) = [ex (2х, w (2х) — 1l 


и, следовательно, функция h (x) общерекурсивная. Если 
х < X, то соответствие с номером w (2х) содержит пары 
(xı, h (xı); и (x, Й (%)). Из (4) получаем A (xı) Æ h (x). 
С другой стороны, соответствие с номером 2m -- | соглас- 
но (8) оканчивается парой вида (хь-., MY и, значит, урав- 
нение Й(х) = т имеет решение х»-.. для каждого т. 
Таким образом, функция A (x) отображает взаимно одно- 
значно натуральный ряд на себя, удовлетворяет требованию 
фх = ph (x) и представляет искомый изоморфизм нумера- 
ции ф на нумерацию y. 

Доказательство теоремы 2 завершено. 

Теоремы 1 и 2 относятся к нумерациям одной и той же 
совокупности объектов. Однако нетрудно получить соот- 
ветственные теоремы и для нумераций различных совокуп- 
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ностей объектов. Мы ограничимся здесь переформулиров- 
кой теоремы 2. 

Теорема 3. Пусть заданы какие-либо нумерован- 
ные множества (Mi, Фф), (М>, Y) и взаимно однозначное 
отображение & совокупности объектов M, первого множества 
на совокупность объектов второго. Если существуют обще- 
рекурсивные функции f (x), g (x), принимающие в различ- 
ных точках различные значения и удовлетворяющие требо- 


ваниям 
с (фх) =41(х), bleg (x)= yx, (9) 


то отображение & есть изоморфизм (Ми, Q) на (Ms, $), то 
есть существует общерекурсивная функция h (x), взаимно 
однозначно отображающая натуральный ряд на себя и ицдо- 
влетворяющая требованию 


С (px) = 4A (x). 
Действительно, введем еще одну нумерацию ‘р! COBO- 
купности Mə, полагая 
ап = 6 (pn). (10) 


Соотношения (9) показывают, что функция f(x) одно- 
сводит %1 к p, а функция g (x) односводит Y к p1. По теоре- 
ме 2 отсюда заключаем, что нумерации p и p4 рекурсивно 
изоморфны, то есть что существует общерекурсивная 
функция А (x), взаимно однозначно отображающая нату- 
ральный ряд на себя и удовлетворяющая требованию 
их = YA (x). В силу (9) и (10) это соотношение можно nepe- 
писать в форме ¢ (фх) = pA (x), что и требовалось. 

Чтобы проиллюстрировать действенность теоремы 3, 
докажем, например, что нумерация Kaunu x всех одномест- 
ных частично рекурсивных функций и нумерация Клини xs 
всех двуместных частично рекурсивных функций изоморфны. 

Обозначим через & отображение, при котором одно- 
местной частично рекурсивной функции К (п, х) ставится 
в соответствие двуместная частично рекурсивная функция 
К (п, [х, yl). Ясно, что & взаимно однозначно отображает 
совокупность 85. г всех одноместных частично рекурсивных 
функций на совокупность 8..г всех двуместных частично 
рекурсивных функций. Ищем такое постоянное а, чтобы 


К (п, [х, y])= K ([a, п], x, y). 


198 НУМЕРОВАННЫЕ СОВОКУПНОСТИ [ГЛ. IV 


“Отсюда получаем gxn = xs [а, п]. Следовательно, функ- 
ция f (х) = [а, x] «односводит» х K %2. С другой стороны, 
ищем такую постоянную b, чтобы 


К (n, [224 [#]>2) = К (b, n, t). 
Подставляя сюда вместо £ выражение [x, у], получим 


К ([b, n], [х, и) =К (п, X, y), 


то есть ¢(x [b, п]) = xn. Это показывает, что функция 
g (x) = [b, x] «односводит» нумерацию %2 к нумерации x. 
Слово «односводит» взято нами в кавычки, так как понятие 
односводимости было нами определено лишь для различных 
нумераций одной и той же совокупности, а здесь мы имеем 
дело с разными совокупностями и «односводимость» следует 
понимать в смысле, указанном в теореме 3. Пользуясь этой 
теоремой, мы заключаем, что отображение б есть изоморфизм 
(p.r, Х) на (Sp. rs #2). 

9.3. Полные нумерации. Нумерация ф совокуп- 
ности объектов М называется полной (см. [52]), если в М 
существует особый объект о, обладающий следующим свой- 
ством: для каждой частично рекурсивной функции F(x) 
существует такая общерекурсивная функция С (x), что для 
каждого числа х 


pG (x) = (1) 


Здесь, как и всюду, под нумерацией мы понимаем прос- 
тую нумерацию, у которой номерное множество совпадает 
со всем натуральным рядом. Если совокупность М содер- 
жит лишь один объект, то простых нумераций у М лишь 
одна и она, очевидно, полная. 

Теорема 1. Гомоморфный образ совокупности с полной 
нумерацией есть совокупность с полной нумерацией. 

Действительно, пусть функция A (x) представляет TOMO- 
морфизм полно нумерованной совокупности (М, ф) с oco- 
бым объектом о на нумерованную совокупность (Ма, ф) 


и, значит, 
px = фу = Yh (x)= YA (y). (2) 


Пусть а — какой-нибудь ф-номер о. Положим o, = pA (a) 
и рассмотрим произвольную частично рекурсивную функ- 


pF (x), если F(x) определено, 
о, если F(x) не определено. 
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цию F(x). По условию найдется такая общерекурсивная 
функция G (x), для которой 


‘Фа (х) = фЁ" (Е (х)), если F(x) определено, 
ФА (x)= фа, если F(x) не определено. 


В силу (2) мы можем в этих равенствах символ ф заменить 
символом pÁ и получить, таким образом, условия полноты 
нумерации ф с особым элементом 04. 

Из теоремы 1, в частности, следует, что если нумерован- 
ное множество изоморфно множеству с полной нумерацией, 
то оно. само. имеет полную нумерацию. 

Теорема 2. Пумерация Kaunu полная, имеющая 
нигде не определенную функцию своим особым элементом. 

Пусть F (x) — какая-нибудь частично рекурсивная 
функция. Ищем такое число а, чтобы для всех значений 
xX, t было 


RIESI PERU ak 


Таким образом, если F (x) определено, то функция HOME- 
ра la, x] совпадает с функцией номера F (x). Если же F (x) 
не определено, то функция номера la, x] есть нигде не 
определенная функция о. Следовательно, общерекурсивная 
функция G (x) = la, x] удовлетворяет условию (1) и нуме- 
рация х полная. 

В п. 9.2 было установлено, что. нумерация Клини Xs 
всех 5-местных частично рекурсивных функций изоморфна 
нумерации х. Поэтому вместе с нумерацией х полными 
являются и все нумерации х.. В п. 9.1 показано, что 
нумерация Поста л есть гомоморфный образ нумерации x. 
Следовательно, л — также полная нумерация, причем 
‘особым элементом для л является пустое множество. 

Сопоставляя теоремы | и 2, видим, что, разбивая OHO- 
местные частично рекурсивные функции совершенно про- 
извольным образом на классы и беря соответствующую 
фактор-нумерацию от х, мы получим полную нумерацию. 
Это показывает, что запас полных нумераций достаточно 
большой. — 

Мы хотим теперь некоторые свойства нумерации ЛЕНИ 
полученные в $ 7, распространить на произвольные полные 
нумерации, м. 
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Теорема 3. Для каждой полной нумерации ф 
и каждого г существует  общерекурсивная функция 


Ро (м, ..., х,), обладающая следующим свойством: для 
каждой частично  рекурсивной г-местной функции 
H (xı, ..., х,) существует такое число а, что для любых 
значений хо, ..., Xr 
ФРь (а, Xor oes Xr) =. 

( O {а м... Ari бели AA a Ar 

AE определено, (3) 
(о в противном случае. 


Рассмотрим вспомогательную функцию 
Е (х) = K ([%]т1, e... leler), 


где [x]l;; — введенные в п. 7.1 нумерационные функции. 
Вследствие полноты ф существует общерекурсивная функ- 
ция G (x), связанная с F (x) соотношениями (1). Из (1) 


подстановкой x = [х.!, ..., х,| получаем соотношение 
АЕ 2 

ФК (х.,...,Х!), если К (ха, ..., Х,) определено, 
=| 0 в противном случае. (3) 


Покажем, что функция 
Pr (x4, EA AS EATS EST e.. =) 


удовлетворяет требованиям теоремы 3. Так как функция К 
универсальная, то при некотором с получим тождество 


H ([x;, xıl, X2, ...) y= KE xıl, X2, ...у fy) 


Полагая здесь x, = с, а = [с, cl и подставляя в (4) вмес- 
то X4 число а, получим (3). 
Теорема 4. Для каждой полной нумерации ф 


и каждой частично рекурсивной функции (и, ..., Xr) 
существует такая общерекурсивная функция © (х>, ..., Xr), 
что 
Е а a a h Xos sea XF, 
если Fla (хо, ..., Х,), хо, .... Х,) определено, и 


фа (X2, ..., +) =о в противном случае. 
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Рассмотрим функцию 
Н (хи, из у о eei я Xo, er 9 r 


где функция Ро указана в теореме 3. Согласно теореме 3 
найдется число а такое, что 


r F 
ФРо (а, Х>, . ..9 Xr) = of (Po (a, оу STAR Х>, ...э Sih 
если выражение, стоящее справа, определено, и 


ФЕ, Ар 
в противном случае. Отсюда видно: чтобы удовлетворить 
теореме 4, достаточно в качестве функции © (хо, ..., Xp) 
взятБ Po @,; хо, х,). 


Основное значение далее будет иметь не сама теорема 4, 
а ее частный случай: 

Следствие 1. Пусть ф — полная нумерация. Тогда 
для каждой общерекурсивной функции f(x) уравнение 


pf (x) == px (5) 


имеет решение (‹неподвижную» mouky) x. При этом 

существует алгоритм, позволяющий по клиниевскому номе- 

ру f находить определенное решение x уравнения (5). 
Иначе говоря, существует общерекурсивная функция 


g (п) такая, что 
PK (п, & (п)) == фа (п) (6) 


для всех тех значений п, для которых функция К (п, t) 
всюду определенная. Но существование функции © (И) 
с этими свойствами утверждает теорема 4, если в ее усло- 
вии положить f (x1, Xə) = К (Xə, x4). 

Нижеследующая важная теорема была сначала доказана. 
Роджерсом [91] для нумерации Клини и позже была 
распространена на произвольные полные нумерации ( [51 ]). 

Теорема 5. Если полная нумерация ф совокупности, 
U сводится к какой-нибудь ее нумерации p, то ф одно- 
сводится к ф. Каждая нумерация, эквивалентная полной 
нумерации, изоморфна последней, а потому и полна. 

_ Второе утверждение теоремы вытекает из первого, так 
как одноэквивалентные нумерации в силу теоремы 2 из 
п. 9.2 являются изоморфными. Поэтому докажем лишь 
первое утверждение, 
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Пусть общерекурсивная функция f (x) сводит ф K Yp. 
Если совокупность @ имеет лишь один объект, то утвер- 
ждение теоремы 5 тривиально. Поэтому мы можем пред- 
полагать, что существуют числа а, b, являющиеся ф-номе- 
рами различных объектов из U. Нам надо построить обще- 
рекурсивную функцию Bo (x, y), обладающую следующими 
свойствами (Cp. п. 


Во (х, и) = фх, У Вх, В 2. 


Строим сначала вспомогательную общерекурсивную 
функцию S(x, и), удовлетворяющую требованиям 


PpS (х, у) = фх, F (S(x, y) +f (S(x, z2)  (у=2). (7) 


Полагаем по определению S (x, 0) = хи далее по индук- 
ции допускаем, что для некоторого г значения S(x, 0), 
S (x, 1), ..., S (x, r) уже найдены и притом такие, что требо- 
вания (7) для Y, Zz = 0, ..., г выполнены. Вводим одномест- 
ные частичные функции 


а e 


а в противном случае; 


(8) 


k R A (9 


а в противном случае. 


Функции hı, ĥo частично рекурсивные. Более того, 
существует алгоритм, позволяющий по числам x, S (x, 0), ... 
.. о (x, г) находить определенные клиниевские номера N4, N2 
функций hı, h. Полагаем, далее, m, = g (n), ть = g (no), 
где g (t) — функция из соотношения (6). Следовательно, 


Ph, (Mı) = фта, ФВ» (тэ) = фт. (10) 
Если f(m) {1$ (х, 0)), ..., (5 (х, г))}, то полагаем 
x, r + 1) = т. Из соотношений (8), (10) в этом cay- 


чае имеем фи, = фх и потому требование (7) выпол- 


няется для у, 2 = 0, ..., гг |. 
Если {| (т) Е {1 ($ (х, 0)), ..., [($ (х, г))}, то полагаем 
х Г +1) = т. Покажем, что и в этом случае тре- 
бование (7) выполнено для Y, г = 0, ..., r + 1. По пред- 


положению для некоторого i, 0О<1<г, имеем f (т) — 
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y (5 (х, 1) и, значит, фт. =Ф($ (х, H= фх = ФИ, (та). 
Но в рассматриваемом случае согласно (8) A, (ти) = а. 
Поэтому ọm, = фх = фа. 
Если бы оказалось, что f (т>) Е {1 ($ (x, 0)), 
..., / (S (x, r))}, то аналогичным путем получились бы 
равенства ỌM = фх = b, противоречащие уже установ- 
ленным соотношениям Ффх = фа + pb. Поэтому f(m) 6 
41 (5(х, 0)), ..., FS (X, г))} и в силу (9) ha (ть) = а. 
Отсюда имеем 


F (S(x, г 1)) 6 {F (S(x, 0)), ..., ($ (x, г)}}, 
фз (х, г 1) = фт, = фа = фх. 


Таким образом, требования (7) в рассматриваемом случае 
выполнены и функцию S (x, у) можно считать построенной. 

Из регулярности процесса построения функции S (x, y) 
видна ее общерекурсивность. Формальное доказательство 
этого предоставляется читателю. Свойства (7) показывают, 
что в качестве искомой функции Bo (x, у) для нумерации yp 
может быть взята функция f ($ (x, y)), и доказательство 
теоремы 5 закончено. 

9.4. Семейства объектов нумерованных совокуп- 
ностей. Нумерация элементов произвольной совокупно- 
сти ÙU позволяет основные понятия теории числовых 
рекурсивных множеств перенести и на произвольные сово- 
купности U. Однако перенесение это можно делать различ- 
ными способами, в силу чего понятия рекурсивности, 
рекурсивной перечислимости и т. п. при переходе от 
множеств чисел к семействам объектов разветвляются на 
вполне рекурсивные, слабо рекурсивные и т. д. Мы рассмот- 
рим пока лишь понятия с приставкой «вполне»: вполне 
рекурсивные, вполне перечислимые и т. д. | 

Пусть U — совокупность объектов с нумерацией ф. 
Семейство $ объектов из U будем называть нетривиальным, 
если $ непусто и не совпадает с U. Символом ф" $ будем 
обозначать множество всех ф-номеров всех объектов из $. 
Если А — некоторое множество чисел, то через фА будет 
обозначаться ф-образ А в U, то есть ФА есть семейство 
объектов, хотя бы один ф-номер которых содержится в А. 

Семейство $ называется вполне перечислимым (вполне. 
рекурсивным, вполне креативным), если множество QIS 


Z 
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рекурсивно перечислимое (рекурсивное, креативное) (ср. 
H: 1:2) | 

Следующая теорема является дословным распростране- 
нием теоремы Райса, доказанной в п. 7.2 для нумерации 
Клини, на произвольные полные нумерации. 

Теорема 1. Вполне рекурсивные семейства объек- 
тов в совокупностях с полными нумерациями тривиальны. 

В самом деле, допустим, напротив, что совокупность U 
с полной нумерацией ф имеет нетривиальное вполне рекур- 
сивное семейство объектов $. Это означает, что множест- 
во `t $ не пусто, отлично от натурального ряда и рекур- 
сивно. Но тогда непустым и рекурсивным будет и дополне- 
ние ф" 5$’ множества ф*5$. Пусть аЕф "5, b Eps. 
Строим вспомогательную функцию 


i ER ЛЕ S: 
Г bi хЕф 15. 


Эта функция общерекурсивная (п. 6.3). Согласно теореме 
о неподвижной точке (п. 9.3) существует число с, для кото- 
poro Фр (с) = $с. Как и B n. 7.2, легко убеждаемся, что 
оба предположения: C EiS, сЕф"5” ведут к проти- 
воречию. 

Теорема 2. Никакое нетривиальное вполне пере- 
числимое семейство 5 объектов совокупности U, имеющей 
полную нумерацию Q, не может содержать особого элемен- 
ma о нумерации ф. | 

Пусть, напротив, семейство 5 вполне перечислимо, 
нетривиально и содержит о. Выберем номер b какого- 
нибудь объекта, не входящего в $, и рассмотрим функцию 


b, если хЕф 1$, 
ra=] ee 
неопр., если хёф 15. 


Согласно п. 6.3 эта функция частично рекурсивная. 
Поэтому найдется общерекурсивная функция g (x) такая, 
что 

b, если хЕф 1$, 
фа o=] : га 
о, если хёф '5$. 


Следовательно, 
хЕф 15° <— g (х)6ф 1$, 
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Это означает, что множество ф"5$” и1-сводимо к множеству 
ф15$. Но последнее множество рекурсивно перечислимо. 
Значит, множество ф 5” также рекурсивно перечислимо 
(п. 8.1). Из рекурсивной перечислимости взаимно дополни- 
тельных множеств вытекает их рекурсивность. Поэтому 
семейство $ вполне рекурсивно, что противоречит теореме 1. 
Теорема 3. Каждое вполне перечислимое нетри- 
виальное семейство $ объектов совокупности U, имеющей 
полную нумерацию Q, является вполне креативным. 
Пусть a € ф`*$. Обозначим через T какое-нибудь креа- 
тивное множество, например, из числа тех, которые были 
построены в п. 8.2. Рассмотрим вспомогательную функцию 


если хЕТ, 
=“ ; 
неопр., если х ¢ T. 


Эта функция частично рекурсивная и потому существует 
общерекурсивная функция g (x), для которой 


фа, если хЕТ, 
Я 2 
Pg (x) | о, если х ЕТ. 
Согласно предыдущей теореме оф $. LHostomy: 
xET <> 5(х)Еф "$. 


Мы видим, следовательно, что креативное множество T 
т-сводится к рекурсивно перечислимому множеству ф "$. 
Поэтому множество ф-*5$ креативно, 

Теорема 4. Пусть в совокупности U, имеющей 
полную нумерацию ф, семейство {oy всех неособых объектов 
вполне перечислимо. Тогда каждое семейство $ объектов U, 
содержащее о и отличное от U, является вполне npo- 
дуктивным. 


Рассмотрим частично рекурсивную функцию 
если хЁЕФф oF, 
бр = | P B } 
неопр., если хЕф 0, 


Tae pb Е $. Из полноты нумерации ф вытекает, что найдет- 
ся общерекурсивная функция g (x), для которой 


b, если хЕф 1 foy, 
v=? SP n 
о, если хЕф “o, 
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и, значит, 
хЕф № <> <(х)Еф "$. 


Согласно теореме 3 множество ф'о продуктивно. Но это 
множество 1-сводится к ф "5. Следовательно, ф 15$ npo- 
дуктивно, что и требовалось. | 

Известно (п. 7.2), что в нумерации Клини семейство {oy 
вполне перечислимое. Поэтому из теоремы 4, например, 
следует, что совокупность всех клиниевских номеров нигде 
не определенной функции является продуктивным множе- 
ством. Более общо: продуктивной является совокупность 
всех клиниевских номеров функций любого семейства, 
лишь бы это семейство включало нигде не определенную 
функцию и не было семейством вообще всех частично рекур- 
сивных функций. 

Теоремы 1—4 хотя и доставляют небольшую инфор- 
мацию о строении вполне перечислимых семейств, HÔ 
зато для всех полных нумераций. Строение вполне пере- 
числимых семейств для нумераций Клини и Поста 
известно гораздо более подробно (см. задачи 9, 10 из $ 7). 


Дополнения, примеры и задачи 


1. Пусть В (х, у) — частично рекурсивная функция. 
Показать (и тем самым закончить формальное доказательство 
теоремы 1 из п. 9.2), что функция g (x), определенная схемой 


g (0) =а, 
h (п) = м (В (п, t) ¢ {g (0), ...) g (п)}),. (а) 
g(n+1)=B (n, В (п), 


частично рекурсивная. 
2. Пусть функция В (x, у) в предыдущей задаче примитивно 


рекурсивная и удовлетворяет условию разнозначности: из Y Æ Z 
вытекает В (x, и) Æ В (x, 2). Тогда функция g (x), определенная 
схемой (%), также примитивно рекурсивная. 

= 3. Провести формальное доказательство рекурсивности YHK- 
ции h (x), построенной в процессе доказательства теоремы 2 из п. 9.2. 
Показать, что если заданные односводящие функции [ (x), g (x) 
примитивно рекурсивные, то функция h (x), осуществляющая H30- 
морфизм, также примитивно рекурсивная (см. [51]). 

4. Пусть частично рекурсивная функция f имеет рекурсивную 
область определенности. Тогда каждое множество ‘чисел, содержа- 
ee все клиниевские номера Å и не содержащее ни одного номера 
какого-нибудь частично рекурсивного расширения [, является 
продуктивным (Райс [81], см. также [52]). 
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5. Множество чисел заведомо продуктивно, если оно содержит 

все клиниевские номера некоторой частично рекурсивной функ- 
ции [ ив то же время не содержит ни одного клиниевского номера 
ни одной конечно определенной функции, график которой содержит- 
ся в. графике f (Мальцев [52]). 
‚. 6. Дополнение вполне перечислимой совокупности рекурсивно 
перечислимых множеств © тогда и только тогда вычислимо (опре- 
деление вычислимости см. п. 7.4), когда © есть совокупность всех 
надмножеств некоторой системы конечных множеств, стандартные 
номера которых составляют рекурсивное множество. Аналогичное 
утверждение справедливо и для дополнения вполне перечислимой 
совокупности частично рекурсивных функций (Райс [82]). 

7. Показать, что нумерации Клини и Поста не изоморфны 
(Мальцев [52]). 

8. Семейство объектов © нумерованной совокупности, имеющей 
нумерацию @, называется внутренне продуктивным, если суще- 
ствует такая общерекурсивная функция g (x), что для каждого п 


л» + Qkan с © = ag (п) © & ag (п) 6 аль. 


Показать, что никакое внутренне продуктивное семейство 
в нумерациях Клини и Поста не может быть вычислимым. 

9. Показать, что в нумерации Клини каждое семейство частич- 
но рекурсивных функций с бесконечной областью определенности, 
содержащее частичные характеристические функции всех беско- 
нечных рекурсивных множеств, является внутренне продуктивным 
(Мальцев [52]. 

10. Если семейство частично рекурсивных В © имеет 
полную вычислимую нумерацию с особым объектом \0 = ] (x), 
то значения каждой функции из © совпадают с значениями f(x) 
для всех х из области определенности [. 

Каждая конечная совокупность одноместных частично 
рекурсивных функций, содержащая нигде не определенную функ- 
цию, обладает вычислимой полной нумерацией. 


$ 10. УНИВЕРСАЛЬНЫЕ И КРЕАТИВНЫЕ 
_ СИСТЕМЫ МНОЖЕСТВ 


Понятия 11-универсальности и креативности, 
определенные в $ 8 для отдельно взятых числовых множеств, 
естественно распространяются на пары, тройки, четверки, 
вообще п-ки множеств. С каждой п-кой множеств Q1, ..., @п 
однозначно связываем нумерацию семейства символических 
объектов Qo, Qi, ..., а», называя номерами объекта а; все 
числа иза; (1=1,..., п). Эти нумерации оказываются TOJI- 
ными тогда и только тогда, когда п-ки множеств 11-универ- 
сальны. Общие теоремы $ 9, примененные к рассматривае- 
мым частным нумерациям, дают основные свойства 
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т-универсальных N-OK множеств. В заключительной части 
рассматриваются понятия продуктивности и отделимости 
для пар множеств. 

10.1. 71-универсальные системы множеств. По 
аналогии с 111-сводимостью множеств, определенной в п. 8.1, 


говорят, что последовательность множеств В1,..., Ви 11-СВО- 
дится к последовательности множеств а1,..., ап, если суще- 
ствует такая рекурсивная функция f (x), что для всех х 

x EB: < f (x) Е о; ieh g Any (1) 


Как и ранее, легко убеждаемся, что отношение M-CBO- 
димости п-ок множеств транзитивно. 


Система множеств (а1,..., On ) называется 1711-универсаль- 
ной п-кой множеств, если выполнены следующие условия: 

а) множества и1,..., а» попарно не имеют общих эле- 
ментов; 

6) каждое из множеств а.1,...‚ а» рекурсивно nepe- 
числимо; 

в) каждая п-ка (В1,..., Pn) попарно не пересекающихся 


рекурсивно перечислимых множеств 11-сводима к пП-ке 
(41, 02, ..., ат). 

Для п = 1 это определение обращается в определение 
т-универсального множества (п. 8.1). С другой стороны, 
в определении 11-универсальных N-OK множеств не требует- 
ся, чтобы множества В.,..., В, были непустыми. Поэтому из 
т-универсальности какой-нибудь системы множеств Qj, . 

.., An вытекает #1-универсальность каждой ее подсистемы 
Qi ..., Oiss ..., и. И, В Частности, #-универсальность каж- 
JOTO отдельного множества а;, входящего в и1-универсаль- 
ную систему. 

Обратное, конечно, неверно: далеко не каждая система, 
состоящая из N попарно не пересекающихся т-универсаль- 
ных множеств, является #-универсальной п-кой MHO- 
жеств (см. п. 10.3). 

Заметим еще, что объединение всех множеств 11-универ- 
сальной ПЙ-ки не может совпадать с натуральным рядом. 
Действительно, противное означало бы, что и-универсаль- 
ное множество Q4 имеет рекурсивно перечислимое дополне- 
ниеа. |)... ([] а», чего быть не может, так как дополнение 
т-универсального множества не рекурсивно. 
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Из определения 111-универсальных систем множеств HENO- 
средственно вытекают следующие их свойства. Пусть 
(/,.... п) — #-универсальная система. Тогда 

a) для любой частично рекурсивной функции f(x) 
множества |" (a1), ..., F (an) попарно не пересекаются 
и рекурсивно перечислимы; 

6) для каждой системы Ви,..., В» попарно не пересека- 
ющихся рекурсивно перечислимых множеств существует 
рекурсивная функция f (x), для которой В! = f™ (аа), ... 

ее р 

Обратное также верно: если система аи, ..., а» каких-то 
множеств обладает свойствами а), 6), то она /1-универсальна. 

Свойство 6) и послужило первоначальным поводом 
к введению названия ‹19-универсальные» системы. 

Пусть n — заданное положительное натуральное число. 
Обозначим через А совокупность каких-то вспомогательных 
фиксированных объектов Qo, Qi, ..., а». С каждой п-кой 
а,..., а» попарно не пересекающихся и в сумме не исчер- 
пывающих натурального ряда множеств мы свяжем теперь 
следующую нумерацию ф совокупности А: 


Я, если ХЕ: - Ш: V 
px = (2) 

а, если хфа, |]... [] 0. 
Нумерацию ф и систему множеств Q1, ..., On мы далее 


будем называть ассоциированными. 

Сопоставляя определения сводимости нумераций (п. 9.2) 
и т-сводимости п-ок множеств,видим, что нумерация p co- 
вокупности А тогда и только тогда сводима к нумерации ф 
той же совокупности, когда система множеств, ассо- 
циированная с первой нумерацией, т-сводима к системе 
множеств, ассоциированной с нумерацией p. 

Системы множеств (Q1, ..., An) H (В1,..., В» ) называются 
т-эквивалентными, если каждая из них` т-сводима к Apy- 
гой. Из только что сделанного замечания о связи между 
т-сводимостью систем и сводимостью ассоциированных 
нумераций вытекает, что нумерации ф, ф совокупности А 
тогда и только тогда эквивалентны, когда 71-эквивалентны 
ассоциированные с ними системы множеств. 

Нижеследующая теорема делает явным тесное родство 
между понятиями полноты нумерации и 111-универсальности 
системы множеств. 


14 А.И. Мальцев 
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Теорема 1. Если ф — полная нумерация совокуп- 
ности А, состоящей из n+ 1 объекта, и множество фа; 


номеров каждого неособого объекта а; (i = 1,..., n) из А 
рекурсивно перечислимо, то ассоциированная система мно- 
жеств Q! Ai, ..., Qan т-универсальна. 

Обратно, если система множеств Qi, ..., On т-универ- 


сальна, то ассоциированная нумерация ф полная и совокуп- 
ность номеров каждого неособого элемента этой нумерации 
является рекурсивно перечислимой. 

Докажем первое утверждение. По условию, множества 
pia, ..., ф ‘а, рекурсивно перечислимые и попарно 
непересекающиеся. Пусть В1,..., Bn — какая-либо другая 
система непересекающихся рекурсивно перечислимых мно- 
жеств. Вводим вспомогательную частичную функцию 


F(x) 2 ОЕ aal ЧЕ. В), 
E AA Пе 
не определена для остальных X, 
где с!,..., Cn — какие-то фиксированные числа из множеств 
фа... pan. Согласно п. 6.3 функция F (x) частично 


рекурсивна. Поскольку. нумерация ф полная, то найдется 
общерекурсивная функция f (x), такая, что 


a «=| PCi = ai если хЕВ,, 
9 — di свели LEPA Hn 
то есть 
хЕВ; <> [(х)Еф а; (1=1,..., п). 
Значит, система В1,..., В» И1-сводится к системе {ф а; } 
и система ф 'а.,..., ф ‘а, т-универсальна. 


Докажем обратное. Пусть F (х) — произвольная частично 
рекурсивная функция. По условию, система множеств 


Е`Ца1),..., Fian) т-сводится ‘некоторой рекурсивной 
функцией f (x) к системе d1, ..., On, то есть 
Е (x) Е а; <> [(х) Е о, В.И) 


Сравнивая это с формулами (2), определяющими ассоцииро- 
ванную нумерацию, видим, что 


о, 


Чо, если. Хо]... а, 
и, следовательно, нумерация ф полная. 
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Теорема 2. Если в какой-нибудь совокупности U 
с полной нумерацией ф имеется конечная система Ui, ..., Un 
попарно не пересекающихся вполне перечислимых семейств 
объектов, то система множеств ф'(Х,..., ФЦ, является 
т-универсальной. 

В самом деле, обозначим через Л разбиение совокупно- 
сти U na классы (и, ..., Un и класс Uo = U — (U |]... Un) 
(см. п. 9.1). Фактор-нумерация Qo = P/À является полной 
нумерацией конечной совокупности А = {Uo, Ui, ..., Un}, 
причем совокупности номеров всех неособых элементов 
здесь рекурсивно перечислимы (так как они совпадают 
с множествами ф Ч, i = 1, ..., n). Согласно теореме 1 
отсюда вытекает, что система множеств QIU, ..., ф Ч, 
т-универсальная. 

Теорема 2 дает возможность весьма просто находить 
конкретные 11-универсальные системы множеств. Рассмот- 
рим, например, нумерацию Клини x. Пусть U; — семейство 
всех одноместных частично рекурсивных функций f(x), 
которые удовлетворяют условию f (0) = i. Семейства U; 
вполне перечислимые и попарно не пересекаются. Обозначая 
через а; совокупность всех клиниевских номеров функций 
из Ui, видим, что согласно теореме 2 система множеств 


и,... An является 11-универсальной для каждого значе- 
а y 
Системы множеств а: щи рее. p назывнются 


рекурсивно изоморфными, если одна из них переводится 
в другую подходящим рекурсивным взаимно однозначным 
отображением натурального ряда на себя, то есть если 
одна из систем и/1-сводится к другой при помощи 
подходящей рекурсивной функции, осуществляющей 
взаимно однозначное отображение натурального ряда 
на себя. 

Теорема 3. Для каждого п все т- универсальные 
п-ки множеств изоморфны друг другу (А. Мучник [64], 
Шмульян [121]. 

Действительно, из определения 11-универсальности 
непосредственно следует, что все т-универсальные N-KH 
множеств #-эквивалентны друг другу. Из 11-эквивалент- 
ности систем множеств следует эквивалентность ассоци- 
ированных нумераций. Так как эти нумерации в рас- 
сматриваемом случае полные (теорема 1), то они будут 


14* 
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и изоморфными (теорема 5, п. 9.3). Но тогда изоморфными 
будут и соответствующие п-ки множеств. 

10.2. Креативные системы множеств. Понятие 
креативности, определенное в п. 8.2 для отдельно взятых 
числовых множеств, распространяется на пары, тройки 
и т. д. множеств следующим образом. 

Система п числовых множеств 04, ..., @n называется 
креативной п-кой множеств, если эти множества попарно не 
пересекаются, рекурсивно перечислимы и если существует 


такая рекурсивная функция р (X1, ..., Xn), что для каждой 
системы Myj, ..., Men Попарно не пересекающихся рекурсив- 
но перечислимых множеств, удовлетворяющих условиям 
дополнительности @.[]л;„ =, ..., в []лх, = ®, имеет 

место соотношение 
р (№, ---, Xn) 6 (U Ол») Ц... 0 (n U Tan). (1) 


При n = 1 это определение обращается в определение 
креативности множества Q1, введенное в п.`8.2. Теорема 
о совпадении классов креативных и и1-универсальных MHO- 
жеств также переносится на м#1-универсальные и креатив- 
ные -KH множеств. Однако, чтобы получить несколько 
более сильные результаты, мы разобьем теорему о совпа- 
дении классов креативных и универсальных п-ок на две 
части. 

Теорема 1. Для каждой универсальной п-ки мно- 
жеств Qi, ..., а, существует такая рекурсивная функция 
Я, Я), ЧО 


(o e EU (NU Пя Па) 6) 


Оля вех ух. 

Если л»,[]=® (1=1,..., n), то условие (2) переходит 
в условие креативности (1). Поэтому из теоремы 1 следует, 
что все универсальные п-ки множеств являются креативными. 

Для доказательства теоремы | выберем в каждом MHO- 
жестве Q; какое-нибудь число с; (= 1,..., n). Рассмотрим 
совместное продолжение f (X1, ..., Xn, X) постоянных функ- 
ций fi (х)=с; (=1,..., n), определенное в теореме о CoB- 
местном продолжении (п. 7.3) и обладающее следующими 
свойствами: 
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а) функция f(x, ...,Х„, X) частично рекурсивна по 
совокупности всех своих аргументов; | 

6) для каждых фиксированных X4, ..., Xn область ONPE- 
деленности одноместной функции f (x1, ..., Xn, X) есть 
Ве 

в) | (хи, ..., Xn, X) может принимать лишь значе- 
НИЯ СС 


f (Xi -e3 Xn Х) = G = ХЕ Ts, tasea eE 
Рассмотрим теперь нумерацию ф вспомогательной COBO- 
купности А={ 4%, а1,..., а, }, ассоциированную с системой 
а:,..., An. Так как система а!,...‚ а» универсальная, то 
нумерация ф полная, и, следовательно, найдется рекурсив- 


ная функция Z (X1, X2, . . ., Xn) (п. 9.3, теорема 4), удовлетво- 
ряющая условию 


priren Е Г (3) 
если f (X1, ..., Xn, 6) определено, то есть если 


П.Н, 


и условию = 
PE (Xis -- -> Xn) = Qo, (4) 

если: E (kir eer an) Eart T 

_ В случае (3) из свойства в) следует, что при подходящем 

ELSIS, имеем | бл... ЕСиИЕ Ry -e Xn) E Ts. 

Равенство (3) дает ọg = Ọc;, откуда 86а; и потому 

8 Е Лх, (laj. 


В случае (4) фб= @, TO есть géa U... Uan 
и потому: g ÇU (Tx, а), gE П(лх, [1ai). 

Итак, в случаях (3) и (4) имеет место включение (2), 
то есть включение (2) имеет место при любых X1, .. ., Xn, YTO 
и требовалось. 

Систему рекурсивно перечислимых попарно не пересе- 
кающихся множеств 04, ..., An условимся называть слабо 
креативной, если существует рекурсивная функция 
g (xi, ..., Xn), обладающая следующим свойством: если для 
некоторых хи, ...,х„ все множества л», ..., п» пусты. 
за исключением, быть может, одного Tx, И ЭТО Ts, СОСТОИТ 
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лишь из одного числа, не входящего в соответствующее 
0;, ТО 


E (Xis -s Xn) Ẹ U (Tx, 04). (5) 


Отсюда видно, что условие слабой креативности (5) 
совпадает с условием креативности (1), но при более 
жестких ограничительных требованиях, налагаемых на 
числа х.,..., Xn. Поэтому креативные системы заведомо 
слабо креативны. Из теоремы | и нижеследующей теоремы 2 
будет видно, что справедливо и обратное. 

Теорема 2. Каждая слабо креативная п-ка мно- 
жеств A1, ..., On является т-универсальной. | 

Пусть g (м, ..., Xn) — рекурсивная функция, удовлетво- 
ряющая для системы O4, ..., On условию (5). Нам надо noka- 
зать, что любая система В.,..., В» рекурсивно перечисли- 
мых попарно не пересекающихся множеств #1-сводится 
подходящей рекурсивной функцией h (x) к системе си, ..., An- 
Функция A (x) строится так. 

Сначала вместо п-местной продуктивной функции BBO- 

дим одноместную следующим образом. Согласно п. 7.3 для 
_ каждого { существует одноместная рекурсивная функция 
5;(х) такая, что 


K(x, В =1 <> t Eng (x) | (6) 
Полагаем по определению 
р (*) = в (81 (x), ..., 8n (х)). 


Из свойства (5) функции g и формул (6) вытекает, что 
р (x) удовлетворяет следующему условию. Пусть для 
некоторого х 


К Е Ел (7) 


причем либо все множества Y1, ..., Yn пусты, либо все пусты, 
кроме некоторого множества *%;, состоящего лишь из одного 
числа, и а;[]у; = ®. Тогда 


pa), (UY) (8) 


Согласно теореме о совместном продолжении (п. 7.3) 
существует частично рекурсивная функция К (а, у, z, t) 
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от переменных Y, Z, t, удовлетворяющая условиям 


L ApH Yehi а В nh 
не определена для остальных Y, г, t. 


(9) 


По теореме Майхила о неподвижной точке найдется 
рекурсивная функция f (y), для которой 


р (la, у, f (yj) =х < xE Tio). 


Это означает просто, что для каждого у множество J (y) 
состоит лишь из одного числа р (la, y, f (и). 

_ Покажем теперь, что функция A (у) =р (la, y, f U) 
т-сводит систему В1,..., Pn K Q1, -Qan Прежде всего, 


УЕ! 0... ОВь =A (y) 640... Uan. (10) 


Действительно, согласно (9) из y È BiU. - -U Pn вытекает, 
что K (la, y, f (y)l, 8) не A ни для каких t. Поэто- 
му множества Y1, ..., Yn, определенные по формулам (7), 
пусты и согласно (8) Ре И Ниве > 

С другой стороны, из (9) получаем, что при ИЕВ; 
функция К (la, y, f (y)l, £) имеет определенное значение 
лишь для Ё = р (la, y, [(и)]) и значение это равно i. Следо- 
вательно, все множества 7, ..., Vn, найденные в этом случае 
по формулам (7), пусты, кроме множества Vi, состоящего 
из числа р (la, y, f (y)l). Если бы это число не входило в Qi, 
то согласно (8) мы имели бы соотношение 


р (la, y, #(и)1) 4 U, (a; UY), 
что невозможно, так как р ([a, y, Te E yi Ee noDa TEILO 


y EP:= (и) Еа; aaee a A) 


и, значит, функция A (у) действительно M-CBOMUT систему 
ур Вх каста а 
10.3. Рекурсивно неотделимые множества. Гово- 
рят, что числовое множество у отделяет множество а от 
множества В, еслиа C y u ПВ = ®. Множество а назы- 
вается рекурсивно отделимым от множества В, если сущест- 
вует. рекурсивное множество Y, отделяющее а от В. . 
Если рекурсивное множество Y% отделяет множество Q 
от множества В, то дополнение Y множества Y рекурсивно 


К (а, у, 2, n=] 


— 
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отделяет В от а. Поэтому отношение рекурсивной отдели- 
мости симметрично и вместо того, чтобы говорить, что 
множество я рекурсивно отделимо от множества В, часто 
говорят, что множества о и В рекурсивно отделимы. 

Множества a и В называются рекурсивно неотделимыми, 
если они непересекающиеся и ни одно из них не отделимо 
рекурсивно от другого. 

Каждое рекурсивное множество отделяет рекурсивно 
самого себя от любого другого не пересекающегося с ним 
множества. Поэтому рекурсивно неотделимыми могут быть 
лишь нерекурсивные множества. 

Теорема 1. Рекурсивно перечислимые рекурсивно 
неотделимые множества существуют. 

Рассмотрим частично рекурсивную функцию E(x), 
построенную в п. 6.3, которая принимает лишь значения 0, 1 
и не может быть доопределена до общерекурсивной функ- 
ции. Обозначим через а совокупность решений уравнения 
Е (х) =0 и через В совокупность решений уравнения 
Е (x)= 1. Оба эти множества рекурсивно перечислимые 
и непересекающиеся. Докажем, что а не отделимо рекурсив- 
но от В. Пусть, напротив, какое-то рекурсивное множество Y 
отделяет а от В. Тогда характеристическая функция MHO- 
жества V% была бы рекурсивным доопределением функции Е 
в противоречие с установленной ранее рекурсивной недо- 
определимостью этой функции. 

Из определения рекурсивной неотделимости непосред- 
ственно вытекают следующие свойства рекурсивно неотде- 
лимых множеств: 

а) никакое нерекурсивное множество не может быть 
рекурсивно отделимым от своего дополнения; 

6) если множества a, В рекурсивно неотделимы иаСат, 
ВС Bi, а, В, =®©, mo множества ai, В, также рекурсив- . 
но неотделимы. 

Более тонкое свойство рекурсивной отделимости ука- 
зывает 

Теорема 2. Если непересекающиеся множества a, В 
имеют рекурсивно перечислимые дополнения, то а и В 
рекурсивно отделимы. 

Согласно теореме о совместном продолжении (п. 7.3) 
существует частично рекурсивная функция f (x), определен- 
ная на объединении множеств а” и В”, принимающая лишь 
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значения |, 2 и удовлетворяющая требованиям 
Г(х)=1=х6, [(х)=2=>хЕР’. (1) 


По условию а Г] В = Q и, значит, a'l JB’ совпадает со. 
всем натуральным рядом. Поэтому функция f(x) всюду 
определенная. Обозначим через а: и В, множества тех X, 
для которых f (x) = 1 и соответственно f (x) = 2. Из рекур- 
сивности функции f (x) следует, что а! и В! рекурсивны. 
Из (1) вытекает, что а, а’, В, >В’, то есть а <а,, 
В=В.. Значит, а и В отделяются рекурсивными непересе- 
кающимися множествами Q, В+. 

Теорема 3. Никакая т-универсальная пара MHo- 
жеств а, В не может быть отделимой. 

В самом деле, согласно п. 10.2 каждая универсальная 
пара креативна и потому для множеств а, В существует 
рекурсивная «продуктивная» функция g(x, И), значения 
которой подчинены условию: если Myf |N = NQ и af) T= 
= ff |m, =, то 

g(x, y) ва UPU TU Ty. (2) 


Если бы множества а, В были отделимы, то для подходящих 
X, Y множества Ny, My были бы взаимно дополнительны 
и удовлетворяли бы условиям Q S Ny, P = л,, то есть 

ал, =В[]л,= S. Но тогда соотношение (2) было бы 
невозможно, так как функция g(x, y) должна иметь 
определенное значение, а справа стоит множество, совпа- 
дающее со всем натуральным рядом. 

Наряду с, понятием неотделимости множества часто 
бывает полезным и понятие эффективной неотделимости, 
определяемое следующим образом. 

Непересекающиеся множества а, , В называются эффек- 
тивно неотделимыми, если существует рекурсив- 
ная функция q (x, y) такая, что 


NT = Зал. > а&л, > pq (x, у) 6 nU m. (3) 


Повторяя приведенные выше рассуждения, легко убеж- 
даемся, что каждая эффективно неотделимая пара множеств 
неотделима в обычном смысле. Более того, если в опреде- 
лении креативной пары множеств опустить требование, 
чтобы множества пары были рекурсивно перечислимыми, 
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то условие (3) будет следствием условия (1) из п. 10.2, 
посредством которого определялось понятие креативности. 
Таким образом, каждая креативная пара множеств эффек- 
тивно неотделима. Однако верна и более общая 

Теорема 4. Непересекающиеся рекурсивно nepe- 
числимые множества тогда и только тогда эффективно 
неотделимы, когда они образуют креативную пару. 

То, что креативная пара эффективно неотделима, уже 
было установлено. Поэтому пусть а, В — эффективно неот- 
делимая пара рекурсивно перечислимых множеств. Мы 
хотим показать, что в этом случае пара а, В креативна. 

Так кака и В рекурсивно перечислимые, то существуют 
числа а, b, для которых при любом x 


Е] Мите Mia, х1, В) Ty = ль, ÆT: 


Hyver o afime n een EN. — Года Ne a 
Nib, sJ 2P; и Ман[| ль, s= Q. Следовательно, из (3) 


имеем 
q (la, t], 6, $) galax UBU T. 


Это показывает, что пара множеств œ, В креативная, имею- 
щая в качестве продуктивной функции функцию 


р ($, t)=q ([a, tl, 16, $]). 


Итак, согласно теореме 4 для пар рекурсивно перечис- 
лимых множеств понятия креативности и эффективной 
неотделимости равносильны. Мы сейчас воспользуемся 
этим обстоятельством, чтобы доказать | 

Следствие 1. Пусть множества a, В, образующие 
креативную пару, отделены рекурсивно перечислимыми 
множествами a, Ва, то есть a S a, Ве, а, [ВА = A. 
Тогда множества а |, В. также образуют креативную пару. 

В самом деле, если функция 4 (x, yY) удовлетворяет для 
множеств а, В требованиям (3), то эта же функция будет 
удовлетворять требованиям (3) для множеств аа, Вл. 
Следовательно, множества Q1, В. эффективно неотделимы, 
а значит, они образуют креативную пару. 


Дополнения, примеры и задачи 


1. Теория 11-универсальных п-ок множеств без труда 
переносится и на бесконечные системы. множеств ([39], [52]). 

Вводятся следующие определения: последовательность мно- 

жеств Qo, 4, ... называется 11-сводящейся к последовательности 
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Во, Ва, ..., если для подходящей рекурсивной функции f(x) 


x ба; <> [(х) ЕВ  (1=0,1,...). 


Последовательности называются т-эквивалентными, если каждая 
из них 1-сводится к другой. Если h (х) — рекурсивная функция, 
то последовательность множеств (ль), Пра), ...) называется 
р. п. последовательностью. Р. п. последовательность, состоящая из 
попарно не пересекающихся множеств, называется серией. Серия 
называется 11-универсальной, если к ней т-сводится любая серия. 
С каждой серией 0, 9&5, ..., состоящей из непустых множеств, 
не исчерпывающих в совокупности натурального ряда, ассоциируем 
нумерацию Фф совокупности натуральных чисел, полагая по опре- 
делению 


фи = <> па; а 


где o = N — (0 |] @s []...). Изложенными в данном параграфе 
методами легко доказываются следующие утверждения: 

а) серия тогда и только тогда т-универсальна, когда ассо- 
циированная нумерация полная; 6) все т-универсальные серии 
изоморфны друг другу; в) если в полной нумерации Ф для некоторой 
рекурсивной функции A (x) множества Q7} h (x) непусты и составляют 
серию, то эта серия т-универсальна. 

2. Пусть U — совокупность с нумерацией ф и выделенным 
элементом о, называемым особым. Ведущей функцией нумерации Qp 
называется частичная одноместная функция f (x), определенная 
на множестве 7t (U — о) и удовлетворяющая следующему требо- 
ванию: f (х) =} (y) <> фх=Ффу для всех х, у из области опреде- 
ленности f. Нумерация Фф тогда и только тогда ассоциирована 
с некоторой серией, когда для ф существует частично рекурсивная 
ведущая функция. В терминах ведущих функций можно сформули- 
ровать понятие креативности серии и доказать соответствующие 
теоремы (см. Клив [39]). 

3. Пусть существует частично рекурсивная функция f(x, y) 
такая, что из yQ & п, —В&л. [| л,=\ следует, что 


f (x, y) определена и } (x, у) фл. |] лу (а, В фиксированы). Тогда 
œ, В эффективно неотделимы (А. А. Мучник [63]). 

4. Для любых х, у множества My — Лу и л, — Ty отделимы 
рекурсивно перечислимыми множествами. 

5. Рекурсивно перечислимые множества Œ, В называются 
(А. А. Мучник [63]) сильно неотделимыми, если выполнены 
следующие условия: а) œ Г] В = 3; 6) дополнение множества 
œ |) В бесконечное; в) для любого рекурсивно перечислимого Ny 
из @ (| Ny = NQ следует, что Ny — В конечно (или пусто) и из 
В Пл, = < следует, что Ny — & конечно. Доказать, что сильно 
неотделимые множества не отделимы рекурсивными множествами, 
но не могут быть эффективно неотделимыми. Построить пример 
сильно неотделимых множеств. 

6. Понятия рекурсивной неотделимости и эффективной неотде- 
лимости можно распространить и на пары пересекающихся мно- 
жеств (А. А. Мучник [63], Р. Шмульян [121]). Множества ` 
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Œ, В (возможно, пересекающиеся) называются рекурсивно неотдели- 
мыми, если не существует рекурсивных множеств Q4, Ва, удовлетво- 
ряющих требованиям: y — а, В. —В, ©. N Ва = N В. Анало- 
гично, множества Œ, В называются эффективно неотделимыми, если 
существует рекурсивная функция [ (x, у) такая, что для всех x, у 


n Dak ny ОВ& я, л,=а ПВ S (х, y) È лу. 


Пара множеств ŒQ, В называется продуктивной, если существует 
рекурсивная функция р (х, и), удовлетворяющая требованиям 


Ty Ca & лу с В& я, лу= © => р(х, у) © (аПВ)— (TU Ty). 


Показать, что из т-сводимости эффективно неотделимой пары 
œ, В к паре y; Ô вытекает эффективная неотделимость пары Y, Ô 
(пары могут пересекаться!). Далее, если ©’, В’— продуктивная 
пара, то а, В эффективно неотделимы. Если пара рекурсивно пере- 
числимых множеств а, В эффективно неотделимая, то пара a’, В’ 
продуктивная. 


ГЛАВА У 
АЛГОРИТМЫ И МАШИНЫ ТЬЮРИНГА 


В предшествующих главах подробно изучались 
свойства частично рекурсивных функций. Обосновывая необ- 
ходимость этого изучения, мы приняли в качестве постула- 
та тезис Чёрча о том, что совокупность частично рекурсивных 
функций совпадает с совокупностью всех функций, вычис- 
лимых посредством алгоритмов. В последующем изложении 
тезис Чёрча для доказательства теорем не использовался. 
Напротив, во многих случаях наша основная цель состояла 
в том, чтобы доказать частичную рекурсивность функций, 
заданных посредством сложных процессов алгоритмиче- 
ского характера. То, что эта цель всегда и без особого труда 
достигалась, может служить главным подтверждением 
тезиса Чёрча. 

Как уже говорилось, мы не ставили себе целью дать 
всеобщее определение интуитивному понятию алгоритма, но 
нами до сих пор не были описаны вообще никакие классы 
процессов алгоритмического характера, достаточные для 
вычисления всех частично рекурсивных функций. Правда, 
это сделать было нетрудно, так как уже простой анализ 
понятия частичной рекурсивности приводит к одному из 
таких классов. Однако этот класс получается довольно 
сложным. В настоящей и следующей главах будет описан 
ряд важных и естественных классов алгоритмов и каждый 
раз будет показано, что совокупность функций, вычисли- 
мых посредством алгоритмов рассматриваемого класса, 
в точности совпадает с совокупностью частично рекурсив- 
ных функций. Это доставит нам ряд новых подтверждений 
тезиса Чеёрча и вместе с тем даст много новых тонких свойств 
частично рекурсивных функций. 
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$ 11. СЛОВАРНЫЕ МНОЖЕСТВА 
И ФУНКЦИИ 


Описание важнейших классов алгоритмов произ- 
водится в терминах теории слов в некотором алфавите. На- 
чала ее были изложены в $ 1. Теперь мы хотим продвинуть 
эту теорию несколько дальше с тем, чтобы понятия рекур- 
сивности и частичной рекурсивности, определенные ранее 
для числовых функций и множеств, распространить на 
словарные множества и функции. 

11.1. Словарные множества. Пусть А = {а1, 
..., ар} — какой-нибудь конечный набор символов. Обо- 
значим через ©д совокупность всех слов в алфавите А, 
включая и пустое слово Л. Всевозможные подмножества 
совокупности ŠA, в том числе пустое подмножество ©, 
будут называться словарными множествами в алфавите А. 
Мы хотим определить понятия рекурсивных и рекурсивно 
перечислимых словарных множеств. Это будет сделано 
двумя путями: сначала при помощи нумерации слов, 
а в следующем разделе и более прямым способом. 

_ Из многих возможных нумераций совокупности Фд мы 
остановимся на так называемой алфавитной нумерации, 
определяемой следующим образом. 

Номер пустого слова А полагаем равным нулю. Далее 
в каком-либо порядке числами 1,2, ..., р нумеруем CHM- 
волы алфавита. Пусть а; обозначает символ с номером i. 
По определению номером слова «= Qi; ... ана называем 
число 


с(®=Ир-+.. ЕЛ. (1) 


Символами с (а), ап условимся обозначать алфавитный 
номер слова 4 и соответственно слово, имеющее номер п. 
Так как при фиксированном р каждое положительное число 
представимо и лишь одним способом в виде 


n=io+ip+... +i? (1<i<pP), (2) 


то каждое число есть алфавитный номер одного и только 
одного слова совокупности ©aa. Разложение (2) иногда 
называется р-ичным разложением числа п с цифрами 
1,2,..., р в отличие от обычного р-ичного разложе- 
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ния, в котором в качестве коэффициентов допускают- 
ся числа 0, 1,..., p— 1. 

Множество слов W в алфавите А называется примитивно 
рекурсивным, рекурсивным или рекурсивно перечислимым, 
если соответственно примитивно рекурсивна, рекурсивна 
или рекурсивно перечислима совокупность алфавитных 
номеров всех слов из W. 

Принимая во внимание результаты пп. 4.1 и 4.2, neno- 
средственно видим, что 

а) каждое конечное множество слов примитивно pe- 
курсивно; 

6) объединение и пересечение конечной системы при- 
митивно рекурсивных, рекурсивных или рекурсивно nepe- 
числимых множеств слов суть множества того же типа; 

с) если словарное множество We и его дополнение © a — W 
рекурсивно перечислимы, то они рекурсивны. 

Говорят, что в алфавите А задана частичная п-местная 
словарная функция F, если некоторым п-кам #1,..., № 
слов из © д поставлены в соответствие однозначно определен- 
ные слова F (fi, ..., №) в А (cp. п. 1.2). Числовая п-мест- 
ная частичная функция f называется функцией, представ- 
ляющей словарную функцию F в нумерации а, если 


Ра ЕЕ) 

для всех натуральных X1, ..., Xn и, следовательно, 
F (fas <- +» Pn) = Of (Cfi, -+ +, CEn), (3) 
TER oes A ECN a у (4) 


Очевидно, каждая частичная словарная функция обла- 
дает единственной представляющей функцией и каждая 
частичная числовая функция представляет определенную 
словарную функцию. 

Частичная словарная функция F называется примитив- 
но рекурсивной, общерекурсивной или частично рекурсив- 
ной, если таковой является числовая функция, представ- 
ляющая F. 

Например, постоянные словарные функции представ- 
‚ ляются постоянными числовыми функциями. Постоянные 
числовые функции примитивно рекурсивны. Поэтому по- 
стоянные словарные функции примитивно рекурсивны. 
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Докажем еще примитивную рекурсивность простейших 
словарных функций $; (#), определяемых формулами 


$(В= (=Ь...,0). 


Согласно (4) представляющей функцией для 5; (+) являет- 
ся функция 


5: (х) = с (ax-a;). 
Из формулы (1) непосредственно видно, что 


с (ra) = pe (в): (5) 
и потому 


S(t) =p Fi (6) 


Таким образом, представляющие функции для словарных 
функций $; примитивно рекурсивны, а вместе с ними будут 
примитивно рекурсивными и сами словарные функции. 

Аналогичным путем легко доказать примитивную рекур- 
сивность функции Р ($, 9) =) и многих других, которые 
нам повстречаются далее. Однако здесь мы это делать не 
будем, так как в следующем разделе это получится еще 
более просто. 

Введенные только что определения рекурсивности, час- 
тичной рекурсивности словарных множеств и функций 
зависят от первоначальной нумерации алфавитных симво- 
лов. Кроме того, возникает вопрос: если множество YV слов 
в алфавите А, например, рекурсивно, то будет ли We рекур- 
сивно и в произвольном расширении алфавита А? 

Ясно, что свойство быть рекурсивным множеством слов 
не зависит ни от нумерации символов алфавита, ни от того, 
в каком алфавите это множество рассматривается. Оба эти 
утверждения доказываются аналогично. Для полноты мы 
изложим доказательство второго из них. 

Теорема 1. Рассмотрим какой-нибудь алфавит 
А={аи,..., аъ} и его расширение А.={а4,..., Ap, Apts- @а}. 
Совокупность We некоторых слов в алфавите А тогда и толь- 
ко тогда примитивно рекурсивна, рекурсивна или рекур- 
сивно перечислима в А, когда она имеет тот же тип в А.. 

Частичная словарная функция F (54,..., £n), определен- 
ная в алфавите А, тогда и только тогда частично рекур- 
сивна в А, когда она частично рекурсивна в A. 
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Всюду определенная на © д словарная функция Е тогда 
и только тогда примитивно рекурсивна или рекурсивна 
в А, когда Е может быть доопределена Oo примитивно 
рекурсивной или соответственно рекурсивной функции в А.. 

Докажем сначала первое утверждение. Обозначим через 
а, а: словарные нумерации совокупностей © д, ©д,. Анало- 
гично, если а«— слово в алфавите А, то через с (а) обозна- 
чим его а-номер, а через с, (а)—ои-номер. Покажем, что 
функция f (x) = c, (ах) примитивно рекурсивна. 

Пусть x >0, ах=а. Представляем а в виде bai. 
Из (5) и (6) получаем 


x= pc (5) 1, с, (bai) = qc, (b)+ i, 
откуда 


f (x)= qf (lx/p]}=-5g rest (x, р)) + (x — р [x/p]) + 
-+ р sg rest (x, р). 


Это соотношение можно рассматривать как возвратную 
рекурсию для f (x) и потому в силу п. 3.2 функция f(x) 
примитивно рекурсивна. 

По определению f (x) есть а!-номер слова, имеющего 
а-номер, равный х. Но тогда ясно, что число 


Î* (x) = му (х-Г(у) =0) (7) 


есть а-номер слова, имеющего о.-номер, равный x, при 
условии, что такое слово существует. Если же такого слова 
нет, то формула (7) все же дает некоторое значение для 
f *(x). Поскольку [* (х)<х, то в силу п. 3.1 заключаем, 
что функция f* (x) примитивно рекурсивна. 

Перейдем теперь к доказательству первого утверждения _ 
теоремы. Рассмотрим какое-нибудь множество Wè слов из ©, 
примитивно рекурсивное в А.. Это означает, что совокуп- 
ность @-номеров слов из W совпадает с совокупностью 
всех решений уравнения вида V (x) = 0, где о (x) — подхо- 
дящая примитивно рекурсивная числовая функция. Но 
тогда совокупность всех а-номеров слов из Wt будет совпа- 
дать с совокупностью решений уравнения 9(](х))=0, 
левая часть которого является примитивно рекурсивной 
функцией от x. Следовательно, множество We примитивно 
рекурсивно в нумерации а. 
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Обратно, пусть множество 3 примитивно рекурсивно 
в нумерации Q и совокупность решений уравнения о (x) = 0 
теперь является совокупностью @а-номеров слов из W. 
Обозначим через J множество тех слов из бд, а1-номер у 
которых удовлетворяет уравнению 


v (F* (y)) =0. 


Множество Ý примитивно рекурсивное в нумерации о H 


M= П Sa: 


Поэтому остается доказать лишь примитивную рекурсив- 
ность ©лд в нумерации @и. Но совокупность о.-номеров слов 
из © д совпадает с совокупностью всех значений функции 
f (x). Так как эта функция примитивно рекурсивная и удо- 
влетворяет условию f (x) > x, то по теореме 3 из п. 4.1 
совокупность значений f примитивно рекурсивная, что 
и требовалось. 

Итак, примитивная рекурсивность множества слов W 
в нумерации а, равносильна примитивной рекурсивности We 
в нумерации Q. Остальные утверждения теоремы 1 доказы- 
ваются тем же методом. 

11.2. Основные словарные операторы. По aHa- 
логии с основными вычислимыми операциями над число- 
выми функциями можно определить операции подстановки, 
рекурсии и минимизации, производимые над словарными 
функциями. При помощи этих «словарных операторов» 
легко и без каких-либо вычислений показывается прими- 
тивная рекурсивность всех наиболее употребительных 
словарных функций. 


Пусть алфавит А состоит из букв Q4, ..., ар. Словарные 
функции О, Si, (= 1,... p MKN; m,n = 1,2, :..), 
определенные в алфавите А равенствами 

О (р) =Л; 
$: (Е) = rai; 


Гл (ti, г...., #2) — Вы 


условимся называть простейшими. Из п. 11.1 непосред- 
ственно следует, что простейшие словарные функции 
примитивно рекурсивные. 
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Пусть в алфавите А заданы частичная словарная функ- 
ция G от A переменных и частичные словарные функции 
С.,..., Gn, каждая из которых зависит от одного и того же 
числа т переменных. Символом $"*"1 (G; Gi, ..., Ga) обозна- 
чаем частичную словарную функцию F от т переменных, 
определяемую обычной формулой 


оо Пе 


Обозначим через g, gi, ..., Zn, [ представляющие функ- 
ции (п. 11.1) для словарных функций G, Gi, ..., Gn, F. 
Из (1) непосредственно следует, что для любых натураль- 
ных X4, .... Ат Имеем 


Р (ха, e.. Xm) = 8 (gı (Хи, ...у ор ...у Ва e.. у 


то есть представляющая функция для суперпозиции словар- 
ных функций равна суперпозиции представляющих функ- 
ций этих словарных функций. В частности, суперпозиция 
примитивно рекурсивных словарных функций есть при- 
митивно рекурсивная словарная функция. 

Рассмотрим теперь какие-нибудь частичные словарные 
функции G un НЕ, ..., Hp соответственно от пи отп-+ 2 
переменных, заданные в алфавите А. Результатом операции 
словарной примитивной рекурсии над функциями С, 


Ни, .... Hp условимся называть (п + 1)-местную частич- 
ную словарную функцию F, которая для любых слов 
fi,- n, 9 В алфавите А удовлетворяет равенствам 


Е (£4, -e3 Pns A)J=G (#1, e. bik 
F (#1, Ae tn, pa a (#1, ...9 Pn, у, Fan ...у En, 9)), 


a jaret а, В 9 


Легко убедиться, что для каждых G, H, ..., Hp функ- 
ция F существует и единственна. 

Теорема 1. Пусть частичная словарная функция Е 
получается посредством словарной рекурсии (2) из частич- 
ных словарных функций G, Ни,..., Hp. Тогда частичная 
числовая функция f, представляющая функцию F, может 
быть получена из функций g, В, ..., Ap, представляющих 
а, Hi, ..., Hp, и простейших числовых функций конечным. 
числом операций подстановки и примитивной рекурсии. 


15* 
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В частности, если заданные словарные функции С, 
H,, ..., Hp примитивно рекурсивны, то получающаяся из 
них с помощью словарной рекурсии ФиНиция Е также при- 
митивно рекурсивна. 


В самом деле, из (2) для любых натуральных ре а" 
получаем 
По ЕВ (Кысь (3) 
Г (хи, e.s Xn, PUA. 
=; (x1, .. ^.9 Xn, Y, Г (Xi; e.. Xn, у)). (4) 
Равенство (4) можно представить в виде 
ГО а, Am e= 
hi (Xi, ee и, [2], f (Xi; ---, £n [2/Рр])), 
если 2 -= piz/p=i=1,;2,; .... p—4, 
hp (x1, «e13 А; FAES Sean E f (xi, e.. Xn [z/p]—1)), 
если z — р[2/р] = 
откуда 
p—i 
P aa = О. ВИ... 
А=1 
‚ Жи» [2/р]))з8 |à — (2 — р [2/р1) |+ hp (%1, -< +, Хи» [Z/P] 1, 
Fan oo oae aese 2E pipii: 


Равенство (3) и последнее соотношение составляют 
в совокупности схему возвратной рекурсии для функции |, 
рассмотренную в п. 3.2. Поэтому согласно доказанной 
в п. 3.2 теореме функция f может быть получена из задан- 
ных функций g, h4, ..., Ap и простейших функций операци- 
ями подстановки и примитивной рекурсии. 

Рассмотрим, наконец, операцию минимизации для сло- 
варных функций. Пусть F (¢, у) — некоторая частичная 


словарная функция, заданная в алфавите А = {а1,..., а}. 
Если бы мы захотели определить значение выражения 
uy (Е (r, 5) = А) _ (5) 


так же, как для числовых функций, то пришлось бы гово- 
рить о наименьшем слове у, удовлетворяющем условию 
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Е (£, у) = Л, то есть пришлось бы пользоваться нуме- 
рацией всех слов в алфавите А, что не всегда желательно. 
Поэтому вместо одной операции минимизации (5) мы введем 
операцию минимизации по каждой букве алфавита а; 
и будем через 


uai (F (x, а ai) =A) 


обозначать такое слово Qñ = Q;Q;i...Q; (п букв), что 
Е ($, а?) = Л и F(t, а) определено и отлично от Л” 
дая SR; 

Теорема 2. Пусть f(x, у) — представляющая uac- 
тичная функция для частичной словарной функции Е (¢, 9), 
определенной в алфавите А = {аи, ...,аь}. Тогда представ- 
ляющая функция g(x) для частичной словарной функции 
G (+), возникающей из Е словарной минимизацией _ 


G (Е) = uai (F (x, ai) =A), 


может быть получена из f и примитивно рекурсивных функ- 

ций операциями подстановки и минимизации. В частности, 

если словарная функция F (х, 9) частично рекурсивна, то 

и функция G (y) также частично рекурсивна. 
Действительно, по условию имеем 


g (x)= cuai (f (x, саг) = В (pi (F (x, № (1)) =0))), 
где 


й (Е) = са =... 


— числовая примитивно рекурсивная функция. 

Теперь мы с помощью теоремы 1 докажем примитивную 
рекурсивность некоторых часто встречающихся словарных 
функций. Начнем с функции F (1, b) = ry. Так как 


 A=p= (£), 
#. bai = £Y- a; = S; (#9) (i=1, ..., p) 
и функции f}, $; примитивно рекурсивные, то функция #4 
в силу теоремы 1 также примитивно рекурсивна. 
Пусть ¥~ — обращение слова #, то есть #° есть слово, 


полученное из # записью всех его букв в обратном поряд- 
ке. Например, (а!агаз)” = аза2а1. Из соотношений 


АА (и) =а ОЕ 
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видим, что #` есть примитивно рекурсивная функ- 
UHA OT $. 

Следствие. Если словарные функции G, Ни, ..., Hp 
примитивно рекурсивны и 


Е. (#4, че (т, Kj ОЬь, ные, E 
Eti ...3 Ën, aiy) = Hi (#1, EEA, т, у, Fi i +.) Ën у)) 
Ш. 


mo словарная функция Е! также примитивно рекурсивна. 
В самом деле, из этих соотношений следует, что функция 


Е (#1, $ tn, 9) = Ра (а e.. Pns у) 


удовлетворяет соотношениям (2) обычной словарной рекур- 
сии и потому F примитивно рекурсивна, а вместе с нею 
будет примитивно рекурсивной и функция 


Fit, Sey Ën, 9) = F (#1, eers Pns у”). 


По аналогии с числовой функцией Sg х введем словарную 
функцию Sg; 9, полагая 


Sg; у = 
Из соотношений. 
Sg, A =Л, 58:04: = 


следует, что функция Sg примитивно рекурсивна. 
Обозначим через х — у решение $ уравнения y% = 4). 
Если указанное уравнение решения не имеет, то значение 
выражения х — Y будем считать неопределенным. По 
аналогии с числовой разностью $ — 9 полагаем 


[#—9, если #— 5 определено, 
e 9 | A, если g—y не определено. 
Одноместная функция # — а; заведомо примитивно 
рекурсивная, так как удовлетворяет соотношениям 
А—а:=Л, га; — A; = Ë, ta; =—a;=A (j #i). 
Из тождеств 
ЕЛ=Е, р -ад=(-- 9) a 
видно, что функция ¥ —- 9 примитивно рекурсивна. 
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Мы хотим теперь показать, что функция 


А (£, D=] 


также примитивно рекурсивна. Для этого введем функции 


#—1, если # — 9 существует 
#, если #— у не существует 


Л, если #— а; существует, 


D; (£) = i 
Соотношения 
О;:(А)=а;, В; (та; = Л, О; (та; =а; (1 + 1) 


показывают, что функции 0; ({) примитивно рекурсивны. 
Введем еще функцию D(t, 9), полагая по определению 


D (Е, Л) =^, ВБ (Е, а: 9)= D (Е, 9) D: (£ — 5). 


Из этих равенств непосредственно видно, что 


Qi, если #— а; не существует. 


D (t, 9) = А <> #— y существует. 
Но в таком случае 


Л, если. # —9 существует, 
58:0 (£, 9) = | 


Следовательно, 


х, если #—5 не существует. 


А (£, 9) = (Е — 9) Sg, D (£, 5) 
и потому функция А примитивно рекурсивна. 
Полагаем по определению 
Wan (£i, e.. »3 бп) 91, т p= 
г, если ВД 
fa если ИЕ А, yE 
Pas ебли. Me P As АА, 
tan CIU AEA pE Aah EA 
Так как 
W; (£i 6; A) =, М, (tis £2; 9а:) = 1», 


то функция У, примитивно рекурсивна. Предполагая 
теперь известным, что для некоторого п функция Wp 
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примитивно рекурсивна, из соотношений 
Ул (#1, <- -> 2+2; А, Dos <- -s Упал) = Bis 
У! 1+1 (#1, <- -s пло; Dais Yas +- -3 Эва) = 
= Wn (#5, -e.s #142}; 92...) бп) 


видим, что функция И’, --, также примитивно рекурсивна. 
Рассмотрим функцию Е, определенную схемой 


| А, если ¥EyŅ, 
Е (5) = t, если ЕфУ, 


где {Су означает, что слово к есть подслово в у. Согласно 
определению имеем 


Е (Е; Л)=&, (6) 
(A, если #Е1, | 
E(f, 1) =! А, если #6, Eya, (7) 


(+, если #фу, # Фуа. 


Но условие хЕу равносильно равенству E(g, у) =Л, 
а условия £ фу, £ € Ya; равносильны соотношениям E (£, 9) = 
+A, D (yai, ț) =A. Поэтому из (7) вытекает 

E (&, yai) = W: (А, A, #; E (£, 9), D (bai, #)). (8) 


Равенства (6), (8) показывают, что функция E(g, 9) 
примитивно рекурсивна. 

Обозначим через Sb (#; 9,3) результат подстановки 
слова $ в слово $ вместо первого вхождения 1. В частности, 
полагаем 

Sb (A; y, 4) =A (9) 
H 
Sb (£; 9, $) =, 


если Y в ¢ не входит. Ясно, что 
( Sb (£; 9, $) @, если УЕ, 
Sb (rai; y, $) =1 А (tai, 9), если her, Y Egra, (10) 
(га, если у фх, Yẹra. 
Соотношения (10) можно переписать в виде тождества 
Sb (ваз; 9, $) = 
= Wa (Sb (£; Y, а, А (gai, 5), газ Е (5, £), E (9, ха). 
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Это тождество вместе с равенством (9) составляют схему 
словарной рекурсии для функции Sb. Так как исходные 
функции примитивно рекурсивные, то и ФунЕдия Sb при- 
митивно рекурсивна. 

Наконец, обозначим через $6. (х, 9) результат под- 
становки в слово # слова {U вместо каждого вхождения 
в г буквы а. Например, ЗБ. (g, A) есть результат вычерки- 
вания из г всех вхождений буквы а. Далее, ЗБ. (г, А) =х 
равносильно условию, что $ вообще не содержит буквы а 
и т. д. Очевидные тождества 


Sba, (А, 9) я A 
Sba, (raj, 9) = Sba, (£, 9) а; (} = i), 
Sba, (tadi, 9) = Sba, (£, 9) 9 


показывают, что все функции Sba, (£, 9) являются при- 
митивно рекурсивными. 


11.3. Прямое определение класса частично рекурсив- 
ных словарных функций. Как уже отмечалось, основной недостаток 
введенных в п. 11.1 определений примитивной и частичной рекур- 
сивности словарных функций состоит в том, что эти определения 
зависят от нумерации слов. Рассмотренные в п. 11.2 операции под- 
становки, словарной рекурсии и словарной минимизации свободны 
от этого недостатка и потому могут быть использованы для того, 
чтобы получить новые, инвариантные определения указанных поня- 
тий. Искомые определения содержатся в следующих теоремах. 

Теорема 1. Для того чтобы определенная в алфавите А 
словарная функция F (t, ..., т) была примитивно рекурсивной, 
необходимо и достаточно, чтобы она могла быть получена из про- 
стейших словарных функций О, S, IÈ, конечным числом словарных 
рекурсий и подстановок. 

Теорема 2. Для того чтобы заданная в алфавите А частич- 
ная словарная функция F (ti, .. ., т) была частично рекурсивной, 
необходимо и достаточно, чтобы она могла быть получена из про- 
стейших словарных функций O, S, Гы конечным числом операций 
подстановки, словарной рекурсии и словарной минимизации. 

Для полноты приведем доказательства этих теорем. В п. 11.2 
установлено, что операции подстановки и словарной рекурсии, 
примененные к примитивно рекурсивным функциям, дают функции 
примитивно рекурсивные и что простейшие словарные функции 
примитивно рекурсивны. Тем самым установлена достаточность 
в теореме 1. В п. 11.2 также доказано, что операция словарной 
минимизации, примененная к словарной частично рекурсивной 
функции, дает частично рекурсивную функцию. Поэтому достаточ- 
ность в Теореме 2 также установлена. Для доказательства необхо- 
димости в теоремах 1, 2 мы предварительно выведем несколько 
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лемм. Условимся словарную функцию называть словарно примитив- 

но рекурсивной, если она может быть получена из простейших 

словарных функций операциями подстановки и словарной рекурсии. 
Введем еще обозначения 


У (п) ан. гам А, 


где а. — какая-либо буква заданного алфавита. 
Лемма 1. Для каждой числовой примитивно рекурсивной 


функции f (x4, ..., Xn) существует словарно примитивно рекур- 
сивная функция Е (1%, ..., n), удовлетворяющая тождеству 
Е МО ARN (1) 


Доказательство проведем по числу А операций подстановки 
и примитивной рекурсии, которые следует выполнить, чтобы полу- 


чить f из простейших числовых функций O, $, 1%. Если Ё=0 


и, значит, f совпадает с одной из функций O, S, i то словарная 


функция F, удовлетворяющая (1), строится очевидным образом. 
Hyco k-> 0, Л.В ПН: Нч 
., Hm — словарные функции, связанные с функциями h, hı, . 
., m соотношениями вида (1). Тогда словарная функция 
Е = sm4 (H, Hı, ..., Hm) будет связана с f соотношением (1). 
Наконец, пусть f = R (g, h) и пусть G, H — словарные функ- 
ции, связанные с g, h соотношениями типа (1). Таким образом, 


F (xi, +.. ЛИ» 0)=g (x4, e. Xn), 


F (Xis <- п, УР (x1, ..., Xn, Y, F (Xis +. Xn, Y)) 
H B силу (1) 
ок. т 
УР (Xi, -s Хи, У-Е1) =Н (УЖ, ..., VXns VY, У (Xis... Xn, 1)). 
Но тогда F (14, ..., К, 9), определенная рекурсией 


Fg -3 Сп» 0)=G (t1. ..3 tn), 
бо: ЧЕ aea a h ба, 9), 
будет, как легко видеть, связана с f условием (1). 


Лемма 2. Существует словарно примитивно рекурсивная 
функция T (x), удовлетворяющая соотношению 


T (v (n))=an *). (2) 
Действительно, обозначая через G (1) слово, номер которого 
на | больше номера г, из формулы (1) п. 11.1 видим, что 
SETA 
Gtaj=raa (=... РИ, 
С (тар) =G (Е) a; 


_и потому функция G словарно примитивно рекурсивна. 


*) Как и ранее, ип означает слово, имеюшее в алфавитной 
нумерации (п. 11.1) номер п. 
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Отсюда следует, что функция T (r), определенная рекурсией 
Т(^)=^ 
T (ва) =Т()  (=2,..., р), 
T (ха!) =G (x), 


также примитивно рекурсивная. Эта функция, очевидно, и удовле- 
творяет требованию (2). 

Лемма 3. Одноместная словарная функция У (с (x)) словарно 
примитивно рекурсивна. 

Согласно лемме | существуют словарно мы рекурсив- 
ные функии F; (1), для которых 


Е; (ух) = Ус (аха;) =v (px+ i) (x€ N). 
Функция v (с (1)) удовлетворяет схеме рекурсии 
мс (Л) = Л, 
ve (аа;) =\с (ас (а) а;) = ЕР; (%с (а)) (1=1,..., р) 


и потому сама является примитивно рекурсивной. 
Чтобы закончить доказательство теоремы l, нам надо было 
показать, что каждая примитивно рекурсивная функция G (ti, 

., Zn) словарно примитивно рекурсивна. Пусть} (X4, ..., n) — 
представляющая функция для G. По условию f примитивно рекур- 
сивна и, значит, в силу леммы | существует словарно примитивно 
рекурсивная функция Е, связанная с } соотношением (1). Из соотно- 
шений (1), (2) последовательно получаем 


С (11, e.: tin) =af (c (iise .) с (в) = 
— ТУР (С (t4), ..., € (En)) = ТР (ve (t1), . -3 VC (&п)). 


Так как функции T, F, ve (1) словарно примитивно рекурсив- 
ны, то С также словарно примитивно рекурсивна, что и требовалось. 

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично, только 
вместо леммы | надо опираться на. аналогичную лемму: 

Лемма 4. Для каждой числовой частично рекурсивной функ- 
ции f(x, ..., Xn) существует словарная частичная функция 
Е (4, ..., Zn), удовлетворяющая соотношению (1) и получающаяся 
из простейших словарных функций операциями подстановки, сло- 
варной рекурсии и словарной минимизации. 

Справедливость этой леммы устанавливается тем же способом, 
что и справедливость леммы 1. А именно, обозначаем через А число 
операций подстановки, примитивной рекурсии и минимизации, 
при помощи которых функция [ получается из простейших числовых 


функций 0, $, [1, и ведем индукцию по k. Для А = 0 утверждение 
очевидно. Пусть для функции f число k имеет заданное значение, 


а для всех функций f с меньшим А мы умеем строить функцию F. 
Если f получается из функций с меньшим А подстановкой или 
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примитивной рекурсией, то построение F было указано при дока- 
зательстве леммы 1. Остается рассмотреть случай, когда 


Î (x)= py (g (x, у) =0) (3) 
и для функции g соответствующая функция G известна. Но из (1) 
и (3) непосредственно получаем 
vf (х) = ра (G (vx, а) = Л). 
Следовательно, функция | 
Е (5) = аз (С (x, ат) = Л) 


и будет искомой функцией для [. 


Дополнения и примеры 


1. Доказать примитивную рекурсивность следующих 
ох функций: 
Е (+) = начальной букве 1; 
6) Е (+, 9) = начальному отрезку слова 1, длина которого 
равна длине 1; если длина Y больше длины т, то F (1, Y) = t; 


в) F (1) = максимальному решению Y уравнения g = 9597” 
2. Пусть алфавит А состоит из предметных переменных 
м, ..., Xn, функциональных переменных Pae ner de nkQ) 


и запятой. Показать, что совокупность всех термов, записываемых 
в алфавите А, примитивно рекурсивна. 

3. Пусть алфавит А содержит не менее двух букв. Precaria 
вается совокупность всех бинарных отношений между словами B А. 
Для каждой буквы а; из А определяем отношения 0;, O; посредством 
#0) <> Е— ар, Е0и) <> y= ay. 

Композиция 0,0. произвольных бинарных отношений 04, O> опре- 
деляется обычным образом: 

£0102) <=> (38) (#015630). 
Исходя из отношений 01, O4, ..., Ор, бр, строим новые отношения 
с помощью операций объединения, пересечения, композиции и pep- 
лексивно-транзитивного замыкания отношения. Показать, что 


класс всех полученных отношений совпадает с классом всех бинар- 
ных рекурсивно перечислимых отношений (Г. С. Цейтин [113]. 


$ 12. МАШИНЫ ТЬЮРИНГА 


Первый важный и достаточно широкий класс ал- 
горитмов был описан Ть-ьюрингом и Постомв 1936 — 
1937гг. (11011, [70 ]). Алгоритмы этого класса осуществляют- 
ся особыми машинами, называемыми в настоящее время ма- 
шинами Тьюринга — Поста или просто машинами Тьюринга. 
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Машины Тьюринга копируют в существенных чертах ра- 
боту человека, вычисляющего по заданной программе, и 
часто рассматриваются в качестве математической модели 
для изучения функционирования человеческого мозга. 

В настоящем параграфе сначала описываются машины 
’ Тьюринга — [оста и реализуемые ими алгоритмы перера- 
ботки слов, а затем показывается, что класс функций, 
вычислимых на машинах Тьюринга, совпадает с классом 
частично рекурсивных функций. 

12.1 Машины Тьюринга — Поста. Машина Тью- 

ринга — Поста содержит следующие части (рис. 1). 

a) Конечная лента (например, магнитная 
дорожка или бумажная лента типа телеграфной), разби- 
тая на конечное число 
ячеек. В процессе ра- 
боты машины к суще- 
ствующим ячейкам ма- 
шина может пристраи- 
вать новые ячейки, так 
что лента может считать- Би: 
ся потенциально неог- 
раниченной в обе стороны. Каждая ячейка ленты может 
находиться в одном из конечного множества состоя- 
ний. Эти состояния мы будем обозначать ‹ символами 
do, @1,..., ат Или другими символами. Совокупность их 
называется внешним алфавитом машины, а сама лента 
часто называется внешней памятью машины. Клетки 
в одном фиксированном состоянии иногда называются 
пустыми. Пустые состояния мы обычно будем обозначать 
символами ао или 0. В процессе работы машины ячейки 
ленты могут изменять свои состояния, но могут и не изме- 
’ нять их. Все вновь пристраиваемые ячейки пристраиваются 
пустыми. Лента считается направленной и ее ячейки мы 
будем просматривать слева направо. Таким образом, если 
в какой-то момент времени лента имеет г ячеек, и внешний 
алфавит машины состоит из символов Qo, Qi, ..., ат, TO 
состояние ленты полностью описывается словом 


а), Qj, . "Qjp: . "Ajs 
где а}, — состояние первой (слева) ячейки, а}. — состояние 


второй ит. д. 
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6) Внутренняя память. Внутренняя память 
машины — это некоторое устройство, которое в каждый 
рассматриваемый момент находится в некотором «состоя- 
нии». Предполагается, что число возможных состояний 
внутренней памяти конечное и для каждой машины фикси- 
рованное. Состояния внутренней памяти мы будем обоз- 
начать символами ду, д:,....0% или любыми другими 
символами, не входящими во внешний алфавит маши- 
ны. Совокупность символов, обозначающих состояния 
внутренней памяти, называется внутренним алфавитом 
машины. 

Состояния внутренней памяти часто называются внут- 
ренними состояниями машины. Одно из этих состояний 
называется заключительным и в работе машины играет 
особую роль. Символ, обозначающий заключительное 
состояние, будет называться стоп-символом. Как правило, 
роль стоп-символа далее будет играть символ до. 

в) Управляющая головка. Это некоторое 
устройство, которое может перемещаться вдоль ленты 
так, что в каждый рассматриваемый момент времени оно 
находится в определенной ячейке ленты. Иногда, наобо- 
рот, считают управляющую головку неподвижно связан- 
ной с машиной, а движущейся частью считают ленту. 
В таком случае предполагается, что в управляющую 
головку вводится то одна, то другая ячейка ленты. Если 
какая-нибудь ячейка находится в управляющей головке, 
то говорят также, что машина в данный момент «воспри- 
нимает» или «обозревает» эту ячейку. 

r) Механическое устройство. ’Предпо- 
лагается, что машина снабжена особым механизмом, кото- 
рый в зависимости от состояния воспринимаемой ячейки 
и состояния внутренней памяти может изменить состояние 
внутренней памяти и одновременно либо изменить состоя- 
ние воспринимаемой ячейки, либо сдвинуть управляющую 
головку в соседнюю слева ячейку, либо сдвинуть управ- 
ляющую головку в соседнюю справа ячейку. Если управ- 
ляющая головка находится в самой правой ячейке и по 
ходу работы машина должна сдвинуть управляющую 
головку в соседнюю справа (отсутствующую) ячейку, то 
предполагается, что, сдвигая головку, машина одновре- 
менно пристроит недостающую ячейку в пустом: состоянии. 
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Аналогично работает машина и в случае, когда головка 
воспринимает самую левую ячейку и по ходу дела машине 
надо сдвинуть головку еще левее. 

Наконец, если в какой-то момент времени внутренняя 
память машины приходит в заключительное состояние ду, 
то дальнейших изменений в машине не происходит и маши- 
на называется остановившейся. Может случиться, что 
в машине не будет происходить никаких изменений и при 
каком-то другом внутреннем состоянии Qq; Однако 
в этом случае мы не будем говорить, что машина оста- 
новилась, а будем считать, что машина продолжает рабо- 
тать «вечно». | 

По определению, состоянием машины Тьюринга или ее 
конфигурацией называется совокупность, образованная 
последовательностью ал, Ajas ..., ау. состояний всех ячеек 
ленты, состоянием внутренней памяти 4; и номером К 
воспринимаемой ячейки Qj. 


Совокупность всех этих данных можно записать одним 
словом 


а; Aji, ... 9:аз, -.. ау, (1) 


которое мы будем называть машинным словом, описывающим 
указанное состояние машины. Таким образом, каждое 
машинное слово содержит лишь одно вхождение симво- 
ла qi из внутреннего алфавита. Этот символ 4; может быть 
самым левым в машинном слове, но не может быть самым 
правым, так как справа от него должен помещаться сим- 
вол состояния обозреваемой ячейки ленты. 

Предполагается, что существуют машины Тьюринга 
с любыми заданными внешним и внутренним алфавитами 
при условии, что эти алфавиты не имеют общих символов. 
Предполагается также, что коль скоро заданы внешний 
{do, @,.... Am} и внутренний {4д0, 91,..., Qn} алфавиты 
машины, то машину можно привести в «состояние», описы- 
ваемое любым произвольно заданным словом вида (1) 
(при условии, что символ 4; в нем не самый правый), 
и затем пустить машину работать. 

Работа машины состоит в том, что она из данного 
«состояния» по истечении одного такта работы механиче- 
ского устройства переходит в следующее «состояние», 
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затем от нового состояния по истечении такта работы 
переходит к новому состоянию и так далее. 

Если данное состояние описывается машинным словом 
m, то машинное слово, описывающее следующее состояние 
машины, будет обозначаться через ик). Полагаем, далее, 


möt — (10) (1=0, 1,2, ...), 


так что m) есть машинное слово, описывающее состояние 
машины, которое она приобретает через i тактов работы, 
отправляясь от начального состояния M. Утверждения 
ИК) = Би №) = b, i >l, мы будем записывать соот- 
ветственно в виде MED Hmb. 

Изложим теперь более точно закон построения машин- 
ного слова m) по заданному машинному слову m. Из 
описания в г) работы механического устройства следует, 
что машина может выполнять несколько действий. Если 
машина, имея внутреннее состояние 4; и воспринимая 
ячейку ленты в состоянии а;, переводит внутреннюю 
память в состояние Qs и одновременно состояние а; воспри- 
нимаемой ячейки заменяет состоянием а,, то говорят, что 
машина выполняет команду 


qili —> дз. (2) 


Если при указанных условиях машина переводит 
внутреннюю память в состояние Qs и передвигает управ- 
ляющую головку в соседнюю справа или слева ячейку 
ленты, то говорят, что машина выполняет команду 


Фа; —> 4зЮ (3) 
ИЛИ соответственно команду 
4:4; => fL, (4) 


где R, L — особые символы. 

Совокупность всех команд, которые может выполнять 
машина, называется ее программой. Так как работа маши- 
ны по условию целиком определяется состоянием в данный 
момент ее внутренней памяти 4; и состоянием воспринима- 
емой ячейки Qj, то для каждых qi, а; (i = 1, ..., п; j = 0, 
1,..., m), программа машины должна содержать одну 
и только одну команду, начинающуюся словом 9д:4;. 
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Таким образом, программа машины с символами 
{do, Qi, ..., Am} И состояниями {90, qi, .... Qn} содержит 
в точности п (т + 1) команд. Мы будем предполагать, что 
для каждого набора команд вида (2), (3), (4), содержащего. 
для каждой пары qi, а; (i = 1, ..., п; j =0, 1,..., т) точно 
одну команду вида qij —> а, существует машина Тьюринга 
с этой программой. 
‘Рассмотрим пример. Пусть внешний алфавит машины 
состоит из символов 0, 1, внутренний — из символов 
Чо, 91, 42, TAE Qo — символ остановки, 0 — символ пустой 
ячейки. Пусть программа машины состоит из команд 


910 — QR, 4920 — qol, 


(5) 
ql —4:К, 4921 —> QR. 

Посмотрим, как будут меняться состояния этой машины 

при тех или иных ее начальных состояниях. `Вспоминая 

смысл команд (2), (3), (4), непосредственно находим 


Еее HgO E НОЕ та, 
ое 101 191. 


Ясно, что таким же образом и в общем случае, имея 
программу машины É и какое-нибудь машинное слово M, 
можно строить любое число слов. цепочки 


m EMD Em Е ..., 


представляющих последовательные состояния машины. 

В дальнейшем нас совсем не будут интересовать факти- 
ческое устройство машины Тьюринга, ее ленты, управляю- 
щей головки. Мы будем интересоваться лишь структурой 
последовательностей машинных слов, описывающих после- 
довательные состояния, принимаемые машиной Тьюринга. 
С математической точки зрения машина Тьюринга — это 
просто определенный алгоритм для переработки машинных 
слов. Так как способ переработки машинных слов известен, 
если известна программа машины, то мы будем считать 
машину Тьюринга заданной, если заданы ее внешний 
и внутренний алфавиты, программа и указано, какие из 


16 A. и. Мальцев 
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‚символов обозначают пустую ячейку и заключительное 
состояние. 

Процесс построения слова mlt) по заданному машинному 
слову ш выше был описан в таких терминах, как «пере- 
двинуть управляющую головку», «изменить состояние 
ячейки» и т. п. Мы теперь хотим дать иное описание этого 
процесса, опирающееся лишь на понятие подстановки 
слова с в слово а вместо первого вхождения слова b в 4. 
Операция подстановки была введена в п. 11.2 и ее резуль- 
тат был обозначен через Sb (а; b; с). 

Пусть b, с — слова в алфавите, не содержащем CHM- 
вола —. В! данном разделе формулой ВБ —>с мы будем 
обозначать «команду» — в заданное слово вместо первого 
вхождения слова b подставить слово с, а сами формулы 
b —>.с будем называть подстановочными командами. Если 
какое-нибудь слово а содержит подслово ý, то результа- 
том выполнения команды №-—с над словом 4 будет 
слово Sb (4; b; с). Если же b не входит в 4, то команду 
а—-с иногда называют неприменимой к слову а и pe- 
зультат ее применения считают неопределенным в отличие 
от всегда определенной операции Sb. 

Посмотрим теперь, какими подстановками из машинного 
‚слова M можно получить машинное слово m(t. Так как 
иногда слово m преобразуется в слово ИК при помощи 
пристройки ячейки, то нам надо уметь отличать крайние 
буквы машинных слов. Для этого мы введем новые символы 
и, 9, не входящие во внутренний и внешний алфавиты 
рассматриваемой машины Тьюринга $. Если m — какое- 
нибудь машинное слово, то слово ищо будем называть 
расширенным машинным словом, описывающим то же общее 
состояние машины %, что и слово m. Мы хотим сформули- 
ровать закон получения слова umv из слова umv. 

Пусть программа машины 3, содержит команду Gali > qea; 
и заданное расширенное машинное слово содержит под- 
слово *а;. Ясно, что в этом случае слово UMC) о получается 
из слова ищо подстановкой 09а; —* 9ва, которую мы 
и будем считать соответствующей команде даа; —> два;:. 

Если машинное слово m содержит подслово Qali, 
а соответствующая машинная команда имеет вид Gali —> 9в[., 
то легко убедиться, что для получения из слова UMU слова 
umu надо над словом UMU выполнить ту подстановку 
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из совокупности 
Яд; —> дв@о4;, 
Яд; —> Чва1А:, 


ОА: А Г: р (6) 


Amali —> ЧватА1, 
Ио; —> ИДв@оа:, 


которая применима к слову имо. В частности, последняя 
подстановка применима только тогда, когда Qa — самая 
левая буква в M, то есть когда надо пристраивать ячей- 
ку слева. 

Аналогично, если машинное слово M содержит NOM- 
СЛОВО Qađi, а соответствующая машинная команда имеет 
ВИД да; —> (gR, то чтобы из слова UMU получить слово 
ито, достаточно над словом UMU выполнить ту из под- 
становочных команд 


до, —> ав ао, 
Galili —> @:4ва1, 

Е ИР ЗВ И ЕСА. (7) 
Фот —> авт, 

Чоа:9 —> а:Чв@о9, 


которая применима к слову umv. Так как слово q&a 
в слово M входит лишь один раз, то к слову имо примени- 
ма лишь одна из команд (6), (7) и потому порядки следо- 
вания командв (6) и (7) безразличны, важны лишь их COBO- 
купности. 

Сформулируем теперь правило получения слова mli) 
из машинного слова щ в общем виде. Пусть задана машина 
Тьюринга своими алфавитами Qo, Qi, ..., ат, Qos Qi, -.., Gn, 
выделенными символами Qo, до и совокупностью машинных 
команд P. Для каждой машинной команды из P строим 
по указанным выше правилам соответствующие подстано- 
вочные команды, совокупность которых назовем совокуп- 
ностью подстановочных команд машины %№. Пусть эта 
совокупность состоит из команд 


a — b, а2 — Ds, e.. âz — bz. (8) 
16* 
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Согласно изложенному, для moo чтобы из расширен- 
ного машинного ‘слова ито получить слово имо, описы- 
вающее непосредственно следующее состояние машины Toro- 
ринга, достаточно над словом имо выполнить ту из под- 
становочных команд (8), которая применима к слову umv. 

Если ни одна из команд (8) не применима к слову UMV, 
то M содержит заключительный символ до и потому слово 
UMU описывает заключительное состояние машины. 

12.2. Вычислимые функции. Рассмотрим произ- 
вольную машину Тьюринга % с внешним алфавитом Qo, а1, .. 
...ат, Внутренним алфавитом до, 0и1,..., 9% и програм- 
мой В. Программа %3 позволяет преобразовывать опре- 
деленным способом одни машинные слова в другие. 
Однако вычисления при помощи машины % мы будем про- 
изводить не над машинными словами, а над словами 
в редуцированном алфавите *) Qi, ..., аи машины %. В свя- 
зи с этим введем еще несколько определений. 

Пусть м — какое-нибудь машинное слово в Аа 
машины ©. Через m* условимся обозначать слово, полу- 
чающееся из M вычеркиванием символа 4; и всех вхожде- 
ний символа Qo. Говорят, что слово а, записанное в реду- 
цированном алфавите, перерабатывается машиной $ 
в слово 5, символически 3 (4) =5, если для некоторого 
натурального # 


Чо Е (91408) È, в = (qaa) ®*. ни 
Если же никакое Í не удовлетворяет условию 
ФЕ (91а) ®, 


то говорят, что машина неприменима к слову а или что 
результат переработки слова @ машиной % неопределен- 
ный. В этом случае говорят также, что выражение $ (а) 
имеет неопределенное значение. 

В машинных терминах это означает следующее. Пусть. 
аз... а, — какое-нибудь слово (возможно и пустое) 


в редуцированном алфавите аи, ..., ат. Берем ленту, состо- 
ящую из $ + 1 ячейки. Левую ячейку оставляем пустой, 
а в остальные последовательно «вписываем» символы 


*) Символы ад, U, U исключаются. 
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ау, -ees Ajy Помещаем ленту в машину (рис. 2) так, чтобы 


машина воспринимала самую левую (пустую) ячейку. 

Приводим внутреннюю память машины в начальное состо- 

яние qı и пускаем машину в ход. В силу своего устройства 

машина %& начнет последовательно принимать состояния 

а А 

Теперь возможны два случая: либо в какой-то момент вре- 

мени Г внутренняя память машины придет в заключительное 

состояние и, значит, машинное 

слово, описывающее состояние 

машины в этот момент, будет g 

иметь вид ®iqobi; либо внутрен- 

няя память никогда не придет 

в состояние до. В первом слу- 

чае $ (а... aj) = “5, а во 

втором случае $ (aj... aj) 

имеет «неопределенное» значение. 
Пусть F (+) — какая-нибудь словарная частичная функ- 


ция в редуцированном алфавите Ai, .... Am машины $. 
Если для каждого слова # в этом алфавите 
Е (£) = $ (£x), 


то говорят, что машина % вычисляет функцию (№). 

Рассмотрим, например, машину с программой. (5) из 
предыдущего раздела. Редуцированный алфавит этой маши- 
ны содержит лишь символ | и потому слова в этом алфавите 
имеют вид | 


А, СЗЗ 
Из соотношений 
910 Е 09>0 E Oqol, 
В О Е О И = 
ЕТ»... 1000 БЕ. E, 


видим, что $ (#) =#1. 
С другой стороны, рассмотрим машину Č; с а R 


{0, 1}, {90, qı} и программой 
9:9 —>qR, ql —4:К. 
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Из соотношений 
ОЕ ВОН OO 
О. ТЕ. ЕО. ПОР ОЬ . Е 


заключаем, что %, вычисляет нигде не определенную 
функцию. 

Возвращаясь к машине Тьюринга с произвольными 
алфавитами {do, а1,..: ав} {qos Qi, ..., Gn} и программой $, 
условимся говорить, что машина & 5-Кку слов в, ..., Ës, 
записанных в редуцированном алфавите Qi, ..., ат, Nepe- 
рабатывает в слово #, если для подходящего натураль- 
ного i 


Чо Е (Чао ао» и. dot, r= (qaot: я data T, 


В этом случае пишут В (#4, ..., ¥) = #. Если для любого i 
Фо $ (Ч1ао#1 ... aots)”, 

‚то говорят, что машина % неприменима K 5-ке i, ..., #5 

и что выражение $ (ti, ..., £s) имеет неопределенное 

значение. 

Говорят, что словарная частичная функция F (ti, ..., £s), 
определенная в алфавите {а1, ..., ак}, составляющем часть 
редуцированного алфавита {а1, ..., а, ..., аа} машины $, 
вычисляется машиной È, если для любой 5-ки слов ¥4, ..., Ës 
в алфавите {а1, ..., аъ} 


ее В) 


Таким образом, с каждой машиной Тьюринга %, имею- 
щей указанный внешний алфавит {а%, Qi, ..., Am}, CO- 
поставляются частичные словарные функции S$ ($), 
В (£i, £2), .... определенные в редуцированном алфавите 
{а1, ... ав}. Остальные функции, вычислимые на маши- 
не %,— это ограничения функций $ (r), З (#4, Lə), ... на 
множествах слов, записываемых в частичных алфавитах 
{а1, За dr? (Е<т). 

Частичная словарная функция называется вычислимой 
или вычислимой по Тьюрингу, если она вычислима на под- 
ходящей машине Тьюринга. 

Теорема 1 (Тьюринг). Все частичные словарные 
функции, вычислимые по Тьюрингу, являются частично 
рекурсивными. 
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Так как функция, определенная в некотором алфавите 
и частично рекурсивная в расширенном алфавите, является 
частично рекурсивной ив первоначальном алфавите (п. 11.1), 
то для доказательства теоремы | достаточно показать, что 


функции P (ti, ..., #.) ($ =1, 2, ...) для любой машины 
Тьюринга % являются частично рекурсивными. 
Пусть {40, @1, .... Om) {90% qi; .., 9%} внешний 


И внутренний алфавиты машины KY H ПУСТЬ 
bi —> с, 55 — с, 1... >С (2) 


— программа подстановок для %, определенная в пред- 
шествующем разделе. Символы b;, с; означают подходящие 
слова в расширенном алфавите {аорте ба. 
и, 0}. 

Для произвольного слова 4 в указанном объединенном 
алфавите мы определяем слово &(1) с помощью следующего 
‚ правила: в программе подстановок (2) ищем первую команду 
D; —> с;, левое слово которой ВБ; входит в а, и затем ва 
подставляем слово ©; вместо первого вхождения слова bi. 
Если ни одно из левых слов команд программы (2) в а не 
входит, то полагаем а = а. 

Изложенное правило дословно совпадает с правилом - 
построения слова ишФо по заданному расширенному 
машинному слову umv, которое было’ сформулировано 
в конце предыдущего раздела. Отличие состоит лишь в том, 
что теперь мы применяем это правило к произвольным 
словам в расширенном алфавите, а не только к машинным 
словам. Полагая, Kak u B n. 12.1, 


a — g, aTi) — а(^) (1), (A0, t; A war 


мы видим, что выражение 4(® теперь имеет определенное 
значение для любого слова а в расширенном алфавите, 
причем, если я — машинное слово, то QC) — машинное 
слово, отвечающее тому состоянию машины Тьюринга, 
в которое она придет из состояния а после Í тактов работы. 

Вместо выражения gO), зависящего от словарного 
аргумента # и числового аргумента i, вводим функцию 
У (а, £), полагая 

Иа О 


для любых слов а, # в расширенном алфавите. 
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Функция $ (хи, ..., #3) определена в редуцированном алфа- 
вите. Мы продолжим эту функцию до функции Po (ti, ..., £s) 
в объединенном алфавите, полагая Lo (#4, ..., #.) совпадающей 
c P (1.,..., #5) для слов #1, ..., #; В редуцированном алфавите 
и неопределенной для остальных значений tj, ..., #8. Так 
как графики функций P и Фу совпадают, то частичная 
рекурсивность одной из этих функций влечет за собой 
частичную рекурсивность другой. Но сравнивая определе- 
ния функций $ и И, непосредственно заключаем, что для 
CJIOB #4, ..., s, # B расширенном алфавите равенство 


Po (#1, 3%? {:) =# (3) 


тогда и только тогда истинно, когда существует слово c, 
удовлетворяющее требованиям: 


2, ..., # Не содержат букв Qo 00, ..., 0», и, 9, 
qo содержится в слове У (4, ид ао ... @0#з5), (4) 
£= V (а, Ида: ... а0Ёз0)*, 


где звездочка * означает операцию выбрасывания из дан- 
ного слова всех вхождений символов Qo, 00, ..., Qn, U, V. 
Согласно п. 11.2 


ao $1: <= A= E (fi, Sba (ti, Л)), 
qi $ t: > A= E (fi, Sba, (£i A)) 
(1=0, ..., п), 
u$ ri > A= E (tir Sbu (ti, A)), (5) 
uri <> A= E (fi, Sbs (ti, A)), 
9% ЕУ (а, и91а0Ё1 ... 400) <> A = E (qo, V (а, ИЧ1аови ... оз 9)), 
$ (a дд: ... або) <> МЕ VREVE e; 


где Е, Sba — примитивно рекурсивные словарные функции, 
определенные в конце п. 11.2. 

Обозначая через С (fi, ..., s, №, &) произведение 
всех выражений, стоящих справа от (правых) знаков 
равенств в формулах (5), мы приходим к заключению, что 
совокупность условий (4) равносильна равенству 


G (tis .. s Ps, № i) A (6) 
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График функции Po состоит из систем (fi, ..., £s, £), 
удовлетворяющих условию (3), то есть из систем, для кото- 
рых уравнение (6) имеет хотя бы одно решение 4. 
Допустим, что функция У (а, #) примитивно рекурсивна. 

Тогда левая часть уравнения (6) будет также примитивно 

рекурсивной функцией, график функции Wo будет рекур- 
сивно перечислимым, а сама функция Pe будет частично 
рекурсивной, что и требуется. Поэтому остается лишь 
доказать примитивную рекурсивность функции У. 

Из определения функции У следует, что 


| А, =. (7) 
Й (92; $) = 
ЗЬ (У (a, £); bi, с1), если bE (а, Е), 
ЗЬ (У (а, Е); bz, C2), если bı ФУ (а, £), 5ЕУ(а, £), 


И А a (8) 

У (a, £), если 5. СУ (4, #),..., ВСУ (ав), 
где z E {ao, Qi, ..., Qos ..., Qn, и, и}, Sb — знак подстановки 
(п. 11.2), а bi, с, ..., bz, Ce — слова из программы под- 


становок (2) машины ®©. 

Согласно п. 11.2 схемы (7), (8) равносильны схеме сло- 
варной индукции для У (а, #) с примитивно рекурсивными 
исходными функцией # и функциями 


| Нос (a, r, 9) = W (Sb (5; В, GF e.. Sb (5; bz, cz), О; 
Е С 


Следовательно, функция У (а, #) примитивно рекур- 
сивна и теорема доказана. 

Обратная теорема к доказанной теореме также верна. 
Однако доказательство ее требует некоторых вычислений, 
которые будут проведены в следующем разделе. 

12.3. Синтез машин Тьюринга. Как уже гово- 
рилось, имеет место следующая важная 

Теорема 1 (Тьюринг). Для каждой частично рекур- 


сивной словарной функции F (£a, ..., £s), определенной 
в некотором алфавите а1,... ат, существует машина 
Тьюринга с символами Qo, Qi, ..., Am и подходящими внут- 


ренними состояниями, которая вычисляет функцию 
Е (#15... Е»). 
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Каждая частично рекурсивная функция получается из 
простейших функций операциями подстановки, примитив- 
ной рекурсии и обращения. Поэтому теорема | будет дока- 
зана, если нам удастся решить следующие частные задачи: 

1) построить машины Тьюринга, вычисляющие Mpo- 
стейшие функции; 

_2) имея машины Тьюринга, вычисляющие функции 
Е, Fı, ..., Fs, построить машину, вычисляющую функцию 
И e i Tah 

3) имея машины Тьюринга, вычисляющие какие-то 
‚ функции G, Н;, построить машину, вычисляющую функцию, 
возникающую из G, H; примитивной рекурсией; 

4) имея машину Тьюринга, вычисляющую всюду опре- 


деленную функцию С (%1,..., #., £, а), построить маши- 
ну, вычисляющую функцию F, заданную соотношением 
Ре в Ро (Оо) 


Здесь (34а) означает выражение «существует такое 
слово а, что ...» (см. основные обозначения). 

Задачи 1)—4) и будут решены ниже. Внутренние состоя- 
ния искомой машины будут обозначаться символами (o, 
qi, ..., Qn, а сама машина будет задаваться своей программой 
команд %, причем иногда будут выписываться не все 
команды $, а лишь те, которые будут нужны по ходу дела. 
Как и в предыдущем разделе, если M — машинное слово, 
то через и( будем обозначать машинное слово, описыва- 
ющее то состояние машины, в которое она придет, исходя 
из состояния mM, через i тактов работы. 

Для машинных слов 1, и будем писать m => и, если 
для некоторого i mË) = ии в процессе перехода от состо- 
AHHA M к состоянию и машина ни разу не пристраивала 
ячеек слева. Мы будем писать m Е=> и, если для некоторого 
i mİ =n uB процессе перехода от состояния M к состо- 
янию и машина не пристраивала новых ячеек ни слева, 
ни справа. 

Пусть машина % имеет алфавиты {do, Qi, ..., Am}, 
{9о, qi, ....9}и E (fi, ..., #3) — частичная 5-местная сло- 
варная функция, заданная в редуцированном алфавите 
{а!,.... ат}. Мы будем говорить, что машина % правильно 
вычисляет частичную функцию F (fi, ..., £s), если 


910102 <: 40; Е Goof (#4, ..., #3) ао... @0 
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для любой системы слов #.,...,#. в редуцированном алфа- 
вите, принадлежащей к области определенности функции F, 
и если в случае, когда F (fi, ..., £s) не определено, маши- 


на %, начав работать в состоянии 491@0#140#> ... Qoťs, НИКОГ- 
да не остановится, т.е. не придет во внутреннее состояние ду, 
и никогда в процессе работы не будет надстраивать ленту 
слева. 

Сравнивая понятие правильной вычислимости функции 
с понятием (простой) вычислимости, введенным в п. 12.2, 
непосредственно видим, что из правильной вычислимости 
заведомо вытекает простая вычислимость. Поэтому мы 
лишь усилим теорему l, если докажем, что справедлива 

Теорема 2. Для каждой частично рекурсивной 


словарной функции F (tı, ..., £s), определенной на сово- 
купности слов какого-нибудь алфавита {а1,..., Am}, суще- 
ствует машина Тьюринга с символами {ao, Qi, ..., Am} 


и подходящими внутренними состояниями, которая пра- 
вильно вычисляет функцию F. 

Мы докажем эту теорему лишь для случая, когда перво- 
начальный алфавит {а1,..., а} состоит из одного симво- 
ла l. Рассуждения в случае произвольного алфавита оста- 
ются. теми же самыми и лишь записи становятся более 
громоздкими. 

Вместо символа а мы будем т далее сим- 
вол 0. Для положительного натурального х вводим обо- 
значения 


я 0-Е: 9, 


Дополнительно полагаем 
00 = 10 =A, 


где A — пустое слово. 
На слова 


Parseh rR e= Fh 


мы будем смотреть как на «изображения» натуральных 
чисел 0,1, 2,3,... Соответственно этому мы будем 
говорить, что числовая частичная функция {. (хи, ..., Xs) 
правильно вычисляется машиной $, если этой машиной 
правильно вычисляется словарная функция F (#1, ..., £s), 
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определенная равенством 
| БОН o Paa ea 


Итак, мы хотим доказать, что для каждой числовой 
частично рекурсивной функции ] (хи, ..., Xs) существует 
машина Тьюринга с внешним алфавитом {0, 1} и подходя- 
щим внутренним алфавитом 490, 9д1,..., 9%}, Которая npa- 
вильно вычисляет функцию ] (х1, ..., Xs), тоесть для которой 


ООО О 590.50 


при любых Xi, ..., Xs из области определенности функции f, 
u которая не останавливается и не надстраивает ячеек 


слева при запуске ее из состояния 91:01“'01”?... 01" в случае, 
если значение ] (х1, X2, ..., Xs) не определено. 

Мы начнем с определения понятия композиции машин 
Тьюринга, играющего основную роль во всех вопросах, 
связанных с синтезом машин. Пусть заданы машины Тью- 
ринга $, Q, имеющие какой-то общий внешний алфавит 
{do, а1,..., Qm} и внутренние алфавиты {qo, qi, ..., Qn} 
и соответственно {4о, 4,,..., qt}. Композитом (или произве- 
дением) машины $3 на машину Q мы будем называть 
машину Ñ с тем же внешним алфавитом {а0, Qi, ..., ат}, 
внутренним алфавитом {9%, 91, -..› qns Gn+1is -> + 
‘и программой, получающейся следующим образом. Во всех 
командах из $, содержащих заключительный символ qo, 
заменяем до символом Qn +1. Все остальные символы в коман- 
дах из В оставляем неизменными. В командах из Q, Ha- 
против, символ до оставляем неизменным, но зато каждый 
из остальных символов 0; (J = 1, ..., f) заменяем символом 
9:+;. Совокупность всех команд из Ų и Q, измененных 
указанным способом (обозначим их соответственно %8* и Q*), 
и будет программой композита машин P, Q. 

Композит машины P на машину Q обозначается через 
Во или PA. Основное свойство его выражает 

Лемма 1. Если для каких-то слов o, Во, ал, Вл, a, b; 
внешнего алфавита {do, Qi, ..., ат} 


P: aogıbo EÈ 41qob1, 
D: 419161 Е 929085, 


PA: 409160 ЕЕ âzqobz. 


то 
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Действительно, преобразуя слово 40410 C ПОМОЩЬЮ 
команд из %*, получим слово а.4л4464. Дальнейшие npe- 
образования его с помощью команд из Q* приведут к 429065. 

Отметим следующее очевидное положение: если про- 
грамма машины содержит команду qil —> 4; L, то 


бе: ЕО, 


Аналогично, если программа машины содержит коман- 
ду 9 = GR, то 
ЕЕ ВО: 


Ниже указывается серия машин Тьюринга, преобразу- 
ющих машинные слова одного заданного вида в машинные 
слова другого заданного вида. Программы машин пишутся 
столбцами. Для контроля против некоторых команд ука- 
зываются те машинные слова, в которые переходит перво- 
начально заданное машинное слово после выполнения всех 
предыдущих команд, включая в их число и стоящую слева 
команду. Выписанные ниже программы отнюдь не самые 
короткие, но в каком-то смысле естественные. | 

А) Перенос нуля: 49.0010 > qo01%00 


Имеем: 4.0 —> qR — 09>201“0 


920 —> 931 

qal —> 03 011”q;0 
930 —> q,L 

941 —> 950 0179500. 
950 —> qL 


qel —> 9. 90100 

9в0 —> 90 — 9001700. 
Б) Левый сдвиг: 0179.0 E> 4901*0 
Имеем: 4.0 —> QL 

921 —> qL 9201“0 

920 —> 900 qo01”0. 
B+) Правый сдвиг: 40.01“0 E> 017900. 


Программа этой машины получается из предыдущей 
программы заменой символа L символом R. 
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В) Транспозиция: 01“4:0170 > 01q01"0. 
Сначала слово 01“4:01”0 переводим в слово 01“41100. 
=- При y œQ это достигается следующей очевидной Mpo- 
граммой: 
B+: 0101”q;0 

930 —> qL 

qal —> q50 

950 — qL 

qel —> 9. 01“960197100 

9в0 —> q1 01™”q:1”00. 

Чтобы получить слово 01%g,1”00 и при y = 0, добавля- 


ем команду 
q0 —>q:0 01“49.1900 (у>0). 


Теперь из подслова 1” перебрасываем в промежуток MEX- 
ду двумя последними нулями один символ 1. Очевидно, 
это достигается следующей программой: 


qıl —> 98. 01719811900 

481 —> 990 

990 — qroR 
9101 —> 90 01019000 
9100 —> qiil 

qul —> 9152. 
9121 —> 9.30 01*1017719,3010 
4130 — qua L 
qal —> qu L 01%719,,01”-1010 
9140 —> qıs} 01%tq,51”010. 

Мы достигли своей цели, но в предположении х >>0, y >0. 


Чтобы тот же результат получился и при y == 0, добав- 
ляем к записанной программе еще приказы 


9:0 — дв! 
qael —> 917. 
qız! —> 0150 017719,519010 (х > 0, у>. 0). 
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Теперь мы «зацикливаем» программу приказами 


9151 —> ql 
9150 —> q:0 01“719.19010. - 
Если x— 1 >0, то, как легко видеть, слово 01%-1qg,1”010 
переработается в слово 01%?q;1”0110. Если x — 2 >Q, то 
процесс дальнейшей переработки даст слово 01 34.1701110 
и т. д. Через x «циклов» получим слово 04,1'01“0, которое 
после выполнения приказа 471 —> qL (если у >0) или 
приказов 420 —> qıl ит. д. (если у = 0) перейдет в слово 
9301"01” или в слово 4,-011“0. Чтобы получить требуемое 
слово, далее присоединяем приказы 
980 —> 918К 
4181 —> qis R 
9180 —90  01”qo010 (и>0) 
9170 —> 91эК 
Ч191 —> 90 01790170 (y = 0). 
Г) Удвоение: qg01%0%3 E> qo01*01700. 
Полагаем: 4.0 —> qR 
421 —492Ю 01”q,0%+3. 

Полученное слово 01“420“13 представляем в виде 
0174200°00°0** и далее пишем программу, для которой 
при x— i >œ>0 

0129501010 > 01х-@+ 0,0110 11, 

Полагаем: 40 —> qL 01х-@+9.101'01'0 

4:1 —> 940 

40 — 95К 

950 — qel ; : 
qel —> QR OPSET OI a pTO 
q60 —> 9:К 

971 > qQ:R 

q:0 —> qsl 

qsl —> qsL 

q0 —> qL ; , 
qəl —>qəL О1=-ЯН ОН, 
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Теперь мы приказом 
990 —> 450 01х-@ о, 01+ 


зацикливаем программу и машина, пользуясь фиксирован- 
ными выше приказами, начинает перерабатывать указанное 
слово. Если x — (i + 1) >Q, то после цикла работы маши- 
ны получится слово 01=-@+2)0501'+20]**2 и т. д. Заметим, 
что в течение каждого цикла машина вводит в игру новую 
ячейку ленты справа, беря ее из того запаса пустых ячеек 
013, который нами был заранее написан в исходном слове. 
Если этого не было бы сделано, то машина пристраивала бы 
сама по одной новой пустой ячейке в каждом цикле работы. 

Итак, имея начальное состояние 4,01“ 0**3 и указан- 
ную выше программу, машина через х циклов работы при- 
дет в состояние 0401“01”0. Приказ 420 —> qL переведет 
машину в состояние 4:001:“01”0. Производя теперь перенос 
нуля А, затем правый сдвиг B+, еще раз перенос нуля А 
и, наконец, левый сдвиг B`, получим требуемое слово 
9001^01^00. | 

Компонируя между собой машины А, B+, B~, В, Г, 
легко получить машины, выполняющие более сложные 
преобразования слов. Так, например, имеем: 

Б*Б+) Двойной перенос: 


Б`Б*: 9.017010 == 0101950. 
Ц) Циклический сдвиг: Ц = ВБЗВ. 


Ц: 0170199,0120 > 017901010. 
Fr) Копирование: Fr = Б"ГВБ*ВГВБ*ВБ-Б`_ВБ*. 
Fr: 9:017017 Е 01*01”q01701”. 


Проверка того, что указанные композиции машин 
действительно выполняют заданные преобразования машин- 
ных слов, очевидна. 

Как уже говорилось, для доказательства основной тео- 
ремы нам достаточно научиться строить машины, правильно 
вычисляющие простейшие функции и функции, возникаю- 
щие из правильно вычислимых функций с помощью опера- 
ций суперпозиции, примитивной рекурсии и минимизации. 
К этим построениям мы теперь и перейдем. 

Лемма 2. Функции 0(х)=0, $(х) =х-1, 
а (х) =х- 1 правильно вычислимые. 
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Программы машин, правильно вычисляющих указанные 
функции, пишутся очевидным образом: 


0 (х) =0: 49.010 E> 4,00**1 
410 —> qR 
921 —45К 017420 
920 — 93[. 
931—540  01=-19,00 
90 — qL q00%*! 
930 — 90 49500" 


$ (х) =х- 1: 49.010 Е 01 
910 —> QR 
921 —>492К 017420 
920 — 931 
931 —> 932. 
930 — 90 901771 


а(х)=х— 1: 9.0150 Е 49,01^—100 


910 — QR 

921 —> qR 017420 
920 —> q;L 

ql —>9.0 01719,00 
940 —> q;L 


451 — 45, 4501=-00 
450 —> 90 9017100 
930 —> q0 для х=0. 


Выше прослежен процесс переработки слова 4:01“0 
для x > 1. Легко убедиться, что результатом переработки 
указанного слова по изложенной программе для x= 0 
будет требуемое слово 4и00. 

Для того чтобы легче было следить за работой. машин 
в оставшихся более сложных случаях, введем следующие 
обозначения. Пусть Т— программа какой-то машины 
с алфавитами — внешним 0,1 и внутренним qo, Qis ..., Gns 
причем до — символ заключительного состояния. Пусть 
а, — положительное натуральное число. Заменяя в записи 
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команд программы T символы 41, ..., д» соответственно CHM- 
волами (æ, ..., да-+п—1, а СИМВОЛ Qo СИМВОЛОМ Qa +n, получим 
программу машины с тем же внешним алфавитом 0,1 и внут- 
ренним алфавитом æ, да+и, ..., да-т, Причем заклю- 
чительным символом. теперь служит символ дих -+.. Эту новую 
программу мы будем обозначать через То или, подробнее, 
через Teg, где число В =a -- п целиком определяется 
машиной T и числом а. Условимся также писать 


qab (T)a qg; 


если машина T, начав работать в состоянии Aab, перехо- 
дит через некоторое время в заключительное состояние 
4108810 ...0 при условии, что в процессе работы лента 
не надстраивалась слева. Вспоминая теперь определение 
композиции машин, непосредственно видим, что если для 
`некоторых слов %, bo, M, №, ..., 4, 6; в алфавите 0,1 
и каких-то машин OU, V; ...., 


409160 (()1 ageda (У)в 42965 . . . (W)o а: 9. В, 
TO 
00160 ((UV) г... W) а: ЧоБ:. 


Докажем теперь оставшиеся нужные нам леммы. 


Лемма 3. Простейише функции [1 (5, ..., X) = Xi 
($>В $, Е=1,2, ...) правильно вычислимы. 

Укажем, например, программу для 13. Символы А, B, 
В, Г, (0),... обозначают‘ программы рассмотренных выше 


машин. Очевидно, 
9017017 (B+), 0174801? (В); 01749,01 (0). 01'450... 
... 0 (Б) 9:01". 


Таким образом, искомой машиной, вычисляющей пра- 
вильно функцию 75, является композиция Б\**жВ+(0)*Б`. 

Лемма 4. Если частичные функции © (xi, ..., Xs), 
ва (ЖЖ, м, .. 0 № и, ..., X4) правильно вычислимы, 
то суперпозиция 


о. Ой) 


—также правильно вычислимая частичная функция. 
Пусть (g), (fi), ..., (As) — программы машин, npa- 
вильно вычисляющих указанные функции. Если функция g 
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одноместная, TO из 
910191... ОТ“ (ада ВОР (в) дубле 


видно, что машина (й,)*(5) правильно вычисляет нужную 
нам функцию g (йЙ,). 

Чтобы не писать излишне длинных выражений, рассмо- 
трим еще лишь случай, когда заданные частичные функции 
5, hy, ha двуместные. Пользуясь введенными выше маши- 
нами сдвига, транспозиции, удвоения и нулевой функции, 


получим 
9:01=01' (Fr), 01=019,01=01" 


(1) = _ ООО И 
(Ца 011% 4,0101" 
(ha); 0171% Заз 01", у) 
(Б-)з д01" у)01^2(*, у) 
(2): д oN 
9.0 — 00 900181 "9. 


Лемма 5. Функция |, возникающая примитивной 
рекурсией из правильно вычислимых функций g, h, сама 
правильно вычислима. 

Для наших целей достаточно будет рассмотреть частный 
случай, когда функция [ связана с функциями g, h зави- 


СИМОСТЬЮ 
Î (x, 0)=g (x), 
f(x, i+1)=4h(f (x, i), x). 


Как и выше, через (g), (A) обозначим программы машин, 
правильно вычисляющих функции g u A. Пусть x, y — 
произвольные натуральные числа. Имеем: 


9:01^0170 
(Б+ВГВБ+), 01^01%9,01“0 
(Ja 015019g0 Г ® 
9в0 —> qB, L | 


Чв+1Г —> 9в+20 
7% 
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Apa 01“01719, 01 
(Б-ВБ+ВГ), 01-101/* 0,0120] 
(ВБ-ВБ+)5 01^01-10.01”“® %01" 
И Е 
qxO — 4в0. 


Команды, идущие после первого появления состоя- 
ния Qg, преобразуют машинное слово 


01017-95017 9 
в слово 
оао iti) 


при условии, что у œi. Команда q„O—> 480 зацикливает 
программу и последующими преобразованиями параметр 
у — i будет понижаться до тех пор, пока не получится 
слово 

01=09801/<*° v) 


которое в силу команды 4дв0-> qg+ıL перейдет в слово 


01*98+10017° 0. 
Дополнительными командами 
9в+10 —> qx+10, (А), (В (0) В),, (Б”)», (А), 


получим требуемое состояние 901“ ®. 
Отметим несколько следствий, непосредственно выте- 
кающих из доказанных лемм. Прежде всего, соотношения 


x+0=x, x+(i+1)=(x+i) +4 


показывают, что функция x + y получается из функций 
5 (х) =х и h(x, у) =х-1Т посредством примитивной 
рекурсии рассмотренного в лемме 5 вида. Функции хи $ (11) 
согласно леммам 2, 3 правильно вычислимы. Поэтому 
и функция х + у правильно вычислима. 

Аналогичным образом убеждаемся, что функции X > у 
и ху возникают примитивной рекурсией указанного B лем- 
ме 5 вида из функций x, h (x, у) = x — l и соответственно 
o (x), у + x. Так как последние функции правильно вычис- 
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лимы, то функции х — ци ху также правильно вычислимы. 
В силу леммы 4 вместе с функциями х, х!-х> правильно 
вычислимой будет и функция х?. 

Лемма 6. Если частичная функция g (x, у) правильно 
вычислима, то функция 


f (x) = w (g (x, у) =0) 
также правильно вычислима. 
Действительно, для любого заданного натурального х 


910170 
(Fr), 01*04-01=0 
(6) 01*0199801° < °. 


Теперь мы, как и выше, подбираем команды, которые 
при условии g(x, i) >0 преобразовывали бы слово 


0120119801 в слово 012011" 95019 1+0; 
9в0 —> e+ К 
Фв+11 —> 9в+20 
дв+20 —> дв+зЁ 
дв+30 —> дв-а 1 
detl sgp R 01=0119.. 5018 9—1 
(0)в-5 0170140 
(Б-Б-), 49501“011 
(Гг)в 01=0119,01^011 
(2). ОТО От” 
2,0—>580 — 01*0119501°° 0. 
Последняя команда зацикливает программу и машина 


от состояния 01%01!g01£® ® преобразуется в состояние 


01=01298018“*› ®, затем в состояние 01^01349в012° 3) ит. д. 
Допустим, что по истечении некоторого времени машина 


перешла в состояние 01=01' 95018 ® и g(x, i) = 0. Hang- 
санная выше команда 4в0- 9в+.К переведет машину 
в состояние 01"01"09в+10. Так как в’рассматриваемом слу- 
чае f (x) = i, то нам остается дописать лишь команды, под 
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воздействием которых машина из указанного состояния 
перейдет в состояние 901. Полагаем 


i 
(ББ), 0179401“ 
= i 
(B (0) B=)a qu0l 
f(x) 

9.0 —> 900 9001 . 

Если в процессе вычисления значений g (x, i) (i = 0, 1, 
2,...) встретится либо неопределенное значение, либо все 
значения будут определенные, но отличные от 0, то машина 
будет работать вечно, не приходя никогда во внутреннее 
состояние Qo. Но в этих случаях функция f (x) имеет неопре- 
деленное значение и потому во всех случаях указанная 
программа будет вычислять f (x). Лемма доказана. 

Выше была установлена правильная вычислимость функ- 
ций o (x), x + 1, х?, x— y, x +y, Im, sg. В силу леммы 4 
вместе с этими функциями правильно вычислимыми будут 
и все функции, получающиеся из заданных операциями 
подстановки. В частности, правильно вычислимыми будут 


функции SE ((y + 1) -—— x) и sg (2 (y +1) x). Но 
[*/21 =u Gg 2 (и-- 1) — х)=0), 
[Vx] = m (sg (y+ 1-х) =0), 


поэтому B силу леммы 6 функции [x/2], |V x] также npa- 
ВИЛЬНО ВЫЧИСЛИМЫ. 
В п. 3.3 были введены нумерационные функции Кантора 


с (х, у), L(x), г (x). Из явных выражений для этих функций | 


видно, что они выражаются через x, у при помощи +, —, 


1, [vx], [x/2]. Поэтому функции c, [, r правильно Bhl- 
 YHCJIHMHI. 

Теперь для завершения доказательства теоремы O CHH- 
тезе машин Тьюринга нам остается лишь сослаться на след- 
ствие теоремы 2 из п. 3.4, согласно которому любая частично 
рекурсивная функция может быть получена из функ- 
ций 0, x+1, In, с, L г конечным числом операций 
подстановки, рекурсий из леммы © и минимизаций 
из леммы 6. ir 
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12.4. Теоремы о графике и существовании уни- 
версальных частично рекурсивных функций. В пи. 6.1 и 6.2 
были доказаны теоремы о рекурсивной перечислимости 
графика произвольной частично рекурсивной функции 
и о существовании универсальной частично рекурсивной 
функции. Однако доказательства этих фундаментальных 
фактов были довольно длинными и опирающимися на ряд 
лемм. Мы теперь хотим дать новый, краткий и прозрачный 
вывод указанных теорем, опирающийся лишь на развитую 
выше теорию машин Тьюринга. 

Теорема 1. Область определенности произвольной 


частично рекурсивной числовой функции f (Xi, ..., Xn) 
является рекурсивно перечислимым множеством. 
Пусть qo, 91, ..., Qm — внутренний алфавит машины 


Тьюринга £, правильно вычисляющей функцию f. Это озна- 
чает, что 


$; або Оо 


для тех X1, ..., Xn, для которых f определена, и что % рабо- 
тает вечно для остальных X1, ..., Xn. В соответствии 
с п. 12.2 обозначим через (49,4) машинное слово, полу- 
чающееся из слова 0.4 после É тактов работы ©. Согласно 
п. 12.2 словарная функция 


(дли ) (muna pp) 
Pi ah о 


примитивно рекурсивна. Нам надо найти такой момент [, 
при котором буква до войдет в слово P, то есть при котором 


РЕНА (1) 


где Е — словарная функция, определенная в п. 11.2. 
Так как словарные функции Еи Р примитивно рекурсивны, 
то примитивно рекурсивной будет и числовая функция 


E (ж, ..., Xnr = СЕ (40, P (1, ..., 1, 11). 


По условию [ (x1, ..., Xn) определено для тех и только 
тех X1, ..., Xn, для которых существует решение {Е уравне- 
ния (1), то есть для которых разрешимо уравнение 

в (Хх, . ‚ Ап; РЕ: 


а это означает согласно п. 4. 4, что область определенности 
функции f рекурсивно перечислима, 


(длина 9) 
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Следствие. График произвольной частично рекур- 
сивной функции f (xı, ..., Xn) рекурсивно перечислим. 
Рассмотрим частичную функцию 


(y —Î (x, ...) Xn)) + (f (x1, ...у Krn) 5). 


Она частично рекурсивна и ее область определенности 
совпадает с графиком функции f. Поэтому график f рекур- 
сивно перечислим. 

Теорема 2. Существует частично рекурсивная функ- 
ция двух переменных T (xo, xı), обладающая следующим 
свойством: последовательность одноместных частично рекур- 
сивных функций 


ЕСО Хх) 


содержит каждую одноместную частично рекурсивную 
функцию. 

Функции T (n, x), обладающие указанным свойством, 
обычно называют универсальными частично рекурсивными 
функциями двух переменных. Переменные хо, х! в теореме 2 
играют разные роли. Поэтому первую из них часто назы- 
вают параметром. Конечно, можно сформулировать ана- 
логичную теорему и относительно существования универ- 
сальных частично рекурсивных функций многих перемен- 
ных. Однако все эти функции легко получаются (см. п. 6.2) 
из универсальной функции двух переменных. 

Идея построения функции Т (п, х) следующая. Каждая 
одноместная частично рекурсивная функция f (x) правиль- 
но вычислима на подходящей машине Тьюринга % с внеш- 
ним алфавитом 0,1 и внутренним алфавитом Qo, 41, ..., Qn 
(п зависит от f). Машина % вполне определяется своей 
таблицей переходов 


9:0 — da glio 
4:1 — Чаи (0u = E L В; 1=Ъ..., п). 


Всевозможные таблицы этого вида можно перенумеровать 
и постараться определить такую частично рекурсивную 
функцию двух переменных Т (п, х), что если частичная 
функция f (x) правильно вычисляется на машине с HOME- 
ром п, то f (х) =Т (n, x). Так как каждая одноместная 
частично рекурсивная функция правильно вычисляется 
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на подходящей машине Тьюринга, то при соблюдении 
указанного условия функция T(n, х) будет заведомо 
универсальной. 

Рассмотрим алфавит А = {1, 0, g, L, R, e}. Условимся 
в алфавите А внутреннее состояние 0; изображать словом 


 (1= 0,1, ..., п). В частности, машинное слово 9,01% 
в алфавите А будет изображаться словом 401%, машинное 
слово 9001*0...0 будет изображаться словом 901*0...0 
UNER 


Шифром машины B алфавите А условимся называть 
слово 


а = е0?049°100 oeg? lge; . . . ед’ Юобтооедтт 1 genun; 


где значения Qij, Vij берутся из упомянутой выше таблицы 
переходов машины %. Ясно, конечно, что, зная шифр 
машины, мы тем самым знаем и таблицу переходов. Номер 
шифра часто называют номером самой машины %. Однако 
далее мы не будем пользоваться номерами машин Тьюрин- 
га, а будем рассматривать лишь шифры машин. 

Допустим теперь, что нам удалось построить определен- 
ную в алфавите А трехместную примитивно рекурсивную 
словарную функцию М (а, #, 9), удовлетворяющую тре- 
бованию 

а) если а— шифр некоторой машины Тьюринга $, то 


МК, 9201*, 1") = (4201=)® и ,. 
Тогда требуемая универсальная частично рекурсивная 


функция T (n, x) может быть определена ое оче- 
видным способом. Полагаем 


P (a, #) =М (a, £, p1” (Е* (q7, М (a, Е, 19))=4)), (2) 
где 
l, если а«ЕБ, 
Л, если a ¢ b. 
Иными словами, если «— шифр машины % и 
= pi” (Е* CE M (а, 9°01®, 1”)) =\), 
то машина %, начав работать в конфигурации 9^01*, через 


2 тактов работы придет в заключительное состояние, так 
как машинное слово (4201*)® не будет содержать подслов 


Е* (а, 5) = У,, (1, Л; Е (в, | 
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вида 4’, #22, характеризующих активное внутреннее 
состояние %. Сама заключительная конфигурация будет 
согласно а) характеризоваться словом М (a, 9?01*, 15). 
В частности, если машина % правильно вычисляет функ- 
цию f(x), то для каждого натурального х имеем 


P (а, 9?01*) = 401/90... 0. (3) 


Чтобы избавиться в формуле (3) от стоящих в конце 
букв 0, введем особую функцию Ст (#), полагая по опре- 
делению: Gi (#) = первое максимальное подслово вида 
1+1 вх, Gi (£) = Л, если g не содержит подслов вида 1". 

Примитивная рекурсивность функций Ст (£) будет дока- 
зана ниже. 


Из формулы (3) и определения функции Ст получаем 
Gi (P (а, 9?01=)) = 1%. (4) 


Функции М, Е* примитивно рекурсивны (п. 11.2). 
Формула (2) показывает, что функция P (а, #) частично 
рекурсивна. Так как функция Ст примитивно рекурсивна, 
то функция 


Н(4,#) = Ст(Р (a, #)) 


также частично рекурсивна. Вместе с нею будет частично 
рекурсивной и ее представляющая функция 


йа =е(Неа см) 


где через сп обозначается слово, имеющее словарный ` 
номер п (п. 11.1). Введем еще числовые функции 


g (x) =C (401%), 
k(x) =u (c (1) 2). 


Очевидно, первая из этих функций примитивно рекур- 
сивна, а вторая частично рекурсивна. Поэтому функция 


T (а, x)= к (h (а, g (x))) 


является частично рекурсивной. Она и является искомой 
универсальной частично рекурсивной функцией. Действи- 
тельно, пусть f (x) — какая-то частично рекурсивная одно- 
местная функция. Согласно п. 12.3 f (x) правильно вычис- 
лима на подходящей машине Тьюринга %. Пусть я — шифр 
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этой машины в алфавите А и a = c (4) — номер этого 
шифра. Из формулы (4) получаем 


H (a, 9201=) = и 
и, следовательно, 
h (а, g (x)) =c (1°), 
k (h (a, g (х))) =f (x), 


Т (а, x) TR | (х), 


а это и означает, что Т (п, х) — частично рекурсивная 
универсальная функция. 

Нам остается показать, что примитивно рекурсивная 
словарная функция М (a, ¥, у), обладающая свойством а), 
существует. Но функция M, определяемая словарной 
рекурсией 


М (a, £x, Л) =Е, М(а, £, и) =Ф(а, М (a, £, 9))  (иЕА), 


заведомо обладает свойством а), если вспомогательная 
функция P (a, £) примитивно рекурсивна и удовлетворяет 
следующему требованию: 

6) если а — шифр некоторой машины È и # — произ- 
вольное машинное слово, то Ф (a, х) есть машинное слово, 
описывающее состояние машины %, в которое она перехо- 
дит из состояния # после одного такта работы. 

В свою очередь, функцию Ф мы будем искать в виде 


Ф (а, £) = Com (+ (а, £), P); (5) 


где Com, Ф — подходящие примитивно рекурсивные функ- 
ции. Ясно, что функция Ф, определенная формулой (5), 
заведомо удовлетворяет требованию 6), если функции № 
и Com удовлетворяют соответственно условиям 

в) если а — шифр машины Тьюринга % и # — машинное 
слово # = раша (и = 0, 1), то 


F(a, =а+  (v=0, 1, L, R), 
где 90 — правая часть приказа qitu —> 9’, выпол- 


няемого машиной ©; ее 
г) если # — машинное слово #=рд'"иа, а b равно 


какому-нибудь слову вида 9’ (v= 0, 1, L, В), то 


то есть 
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Com (b, £) равно машинному слову, получающемуся из # 
командой аи - b. 

Строим сначала функцию У. Функция St (x) = началь- 
ной букве х удовлетворяет словарной рекурсии: St (A) =Ли 


St есл A, 
Stu) =] (£), если £t = 


u; если =A 
и потому примитивно рекурсивна. И Rest (а, #) = 
= части слова #, лежащей за первым вхождением ав #, если 
acr, и Rest (a, 5) = Л, S â A: ť, удовлетворяет словарной 
рекурсии: Rest (a, Ry = 


E И, (и, Stg; £) 


Rest (a, г) и, если “ЕК, 
Rest (а, pu) = д если авт, — 


= W, (Rest (a, #) и, Л; E (a, 1). 


- Поэтому функция Rest примитивно рекурсивна. Наконец, 
функции С, (£) (u€ A), определенные схемой: С, (+) = 
— первому максимальному подслову вида u+}, входящему в $, 
если # содержит подслова этого вида, и G, (£)= A, если g 
не содержит подслов указанного вида, удовлетворяют 
словарной рекурсии: G, (Л) = Л и 


G, (10) =0.(#) (VEA, vÆ и), 


е | Gu (£), если Rest (G, (£), £) ÆA, 
u (pu) = С, (р) и, если Rest (G, (£), £) = Л 


Поэтому функции G, (£) примитивно рекурсивны. 

Из функций G, (£) выше была использована функция 
Ст (£). Далее нам будет нужна лишь функция Gg (£) = 
= G (+). Исходя из этой функции и функций St, Sb (п. 11 .2), 
легко уже построить и функцию Т, обладающую CBOË- 
ством в). В самом деле, пусть # = ра’ Ниа (и = 0, 1) — 
машинное слово и 


а = е9?0994°05ед?1 010.1... egr 0g °поопоед" 1 1g mun 
— шифр некоторой машины €. Тогда 
G (p) =q", 
St (Rest (G (£), #)) =u. 
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Вводя примитивно рекурсивную функцию 
Dir ¢ = G (£) St (Rest (G (+), #)), 
будем иметь | 
Dir =о 1, 
Rest (e Dir в, a) =9’ мои... ед ами, 

Dir (Rest (e Dir r, a)) = q%itUiu. 

Поэтому примитивно рекурсивная функция 
Ч (а, #) = Dir (Rest (e Dir в, a)) 

заведомо удовлетворяет условию в). 

Аналогичным образом строится и функция Сот. Заме- 
тим сначала, что равенство St (b~) =и (b~ есть обращение 
слова b (см. п. 11.2)) означает, что и есть последняя буква 


слова b. Условие г) мы теперь запишем на формульном 
языке в виде следующей схемы: 


Com (b, #) = 
( $5 (#; Рив, b), если 54 (5”) =0, 1, 
Sb (#; Dir в, uG (6)), — если St (57) = R, Ви=и, Сё-ЕА, 


| (u €A), 
=} Sb(g; Dir g, uG (6) 0), если St (65^) = R, Вг=и, Ce=A, 
Sb (#; (Dir £~), G (b) и), если St (657) = L, В” =u, Dtr +A, 
Sb (#; С (£), G(5)0), если St (b™) = L, Dy =A, 
| A в остальных случаях, 


где для краткости положено 
Bp = St Rest (Gg; №), Су = Rest (Dir r, r), 
Dri = Rest ((Dirg) y г). 


Эта схема определяет значение функции Com (b, x) 
для любых слов b, # в алфавите А. Она подобрана так, что 
Сот, как легко видеть, заведомо удовлетворяет требова- 
нию г). Остается лишь убедиться, что функция Com при- 
митивно рекурсивна. Для этого мы преобразуем схему, 
заменяя указанные в ней равенства и неравенства стандарт- 
ными равенствами пустому слову при помощи следующих 
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соотношений: 
a=b <> Е(а, b) E (b, a) =A, 
АИ МА, 
лир -А bE, 
После этого определяющая функцию Сот схема примет вид 
( Yi, если 9. =Å, 
Com (b, £) =? 


Ву ECAR w =A, 
А в остальных случаях. 


(6) 


Схема (6) равносильна равенству 
Com H= Wana а a A 


Так как функции Yr, aeda Yp 4, ..., @р примитивно 
рекурсивны, то из этого равенства следует, что функция Сот 
также примитивно рекурсивна. 

Итак, примитивно рекурсивная словарная функция 
М (а, £r, 5), обладающая свойством а), построена. 

12.5. Универсальные машины. В п. 8.1 множе- 
ство натуральных чисел U было названо 11-универсальным, 
если U рекурсивно перечислимо и для каждого рекурсивно 
перечислимого множества $ существует такая общерекур- 
сивная функция g (x), что 


xES <> 5(х) 60. 


Множество % слов в произвольном алфавите В назы- 
вается 11-универсальным, если совокупность номеров слов 
из $ т-универсальна. 

Если вместо алфавита В мы будем рассматривать более 
широкий алфавит А, то номера слов из ® в алфавите А 
будут иными. Однако легко убедиться (см. п. 11.2), что 
если совокупность номеров слов из ®, вычисленная в алфа- 
вите В, является #т-универсальной, то совокупность HOME- 
ров слов из $, вычисленных в алфавите А, будет также 
т-универсальной. В частности, если алфавит состоит лишь 
из одного символа а, то словарный номер слова а” совпа- 
дает с x. Поэтому совокупность слов {а%о, ай, ...} (B про- 
извольном алфавите, содержащем а) тогда и только тогда 
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т-универсальна, когда и1-универсальна совокупность чисел 
{Хо, Е у. 

После этих предварительных замечаний рассмотрим 
снова какую-нибудь машину Тьюринга % с символами 
а = 0, а, = 1, d2, ..., ам и внутренними состояниями 
qos 01, ..., Qn. Пусть в начальный момент эта машина 
имеет конфигурацию, описывающуюся машинным словом 
«0:0. Начав работать в этой конфигурации, машина либо 
через некоторое число тактов работы остановится, придя 
во внутреннее состояние Qo, либо будет работать вечно. 
Символом fin условимся обозначать совокупность машин- 
ных слов, описывающих те конфигурации, начиная с кото- 
рых машина через конечное число тактов работы останав- 
ливается, а через Lint обозначим совокупность всех осталь- 
ных машинных слов. 

Определение. Машина Тьюринга $ называется 
универсальной, если множество $ т-универсально. 

Прежде всего нам надо убедиться, что. универсальные 
машины существуют. Так как 11-универсальные множества 
чисел уже были построены в п. 8.1, то нам достаточно дока- 
зать лишь истинность следующей теоремы: 

Теорема 1. Если частично рекурсивная функция f (x) 
имеет своей областью определенности т-универсальное мно- 
жество, то вычисляющая эту функцию машина % универ- 
сальна. 

В самом деле, пусть {0, 1, а›,..., ав} — внешний 
алфавит машины % и qo, Qi, ..., Qn — ее внутренние 
состояния. Обозначим через U область определенности 
функции f и пусть М, — совокупность всех машинных 
слов вида 40101*, а Mu — совокупность тех машинных слов 
9101=, для которых x € U. Ясно, что M, есть пересечение 
рекурсивно перечислимой совокупности $ и рекурсив- 
ного множества Ми. Но если пересечение рекурсивно пере- 
числимой совокупности и рекурсивного множества 11-уни- 
версально, то (см. п. 8.1) совокупность также и-универ- 
сальна, что и требовалось. 

Хотя теорема 1 сформулирована для одноместных 
функций, ясно, что аналогичная теорема верна и для много- 
местных функций. Известно, что область определенности 
функции Клини К (x, у) т-универсальна (п. 8.1). Поэтому 
машина Тьюринга, вычисляющая К (x, y), универсальна. 
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‚Понятие рекурсивного множества нами определялось 
через понятие рекурсивной функции. Однако его можно 
определить и более непосредственно в терминах теории 
машин Тьюринга. 

Пусть % — какое-нибудь множество слов в произволь- 
ном алфавите В. Проблемой вхождения для % называют 
проблему отыскания алгоритма, с помощью которого для 
любого слова + в алфавите В можно узнать, входит % в % 
или нет. Говорят, что проблема вхождения для множества % 
разрешима на машинах Тьюринга, если существует машина 
Тьюринга $, обладающая следующими свойствами: 

а) Алфавит В входит во внешний алфавит А машины $, 
А содержит символ 0, не входящий в В, 1 — символ из В. 

6) Для каждого слова g в алфавите В, если g Е %, то Ma- 
шина %, начав работать в конфигурации 4.0, после конеч- 
ного числа тактов работы переходит в заключительное 
состояние 4010...0. Если же g ¢ B, то машина % из co- 
стояния 910 переходит в заключительное состояние 400...0. 

Теорема 2. Проблема вхождения для множества 
слов $ тогда и только тогда разрешима на машинах Тьюрин- 
га, когда  рекурсивно. 

‚В самом деле, пусть существует машина % со свойства- 
ми а), 6). Обозначим через F (g) словарную функцию, 
вычисляемую машиной $ (в смысле п. 12.2). Обозначим 
через $, совокупность всевозможных слов в алфавите В. 
Согласно а), 6) функция F (1) всюду определена на Bo и $ 
есть совокупность решений уравнения F ($) = 1, лежащих 
в o. Следовательно, множество % рекурсивно. 

Обратно, пусть совокупность % рекурсивна. Опреде- 
ляем на Bo функцию f (g), полагая ее равной 1 на ® и Л 
вне %. Так как эта функция рекурсивная, то найдется 
машина Тьюринга $, правильно вычисляющая функцию 
Г (x), а это и значит, что $ удовлетворяет требованиям а), 6). 

Пусть W — произвольная машина Тьюринга. Говорят, 
что проблема остановки машины W разрешима на машинах 
Тьюринга, если на машинах Тьюринга разрешима пробле- 
ма вхождения для множества №, то есть если множе- 
ство № рекурсивно. Так как т-универсальные MHO- 
жества нерекурсивны, то из приведенных определений 
следует, что проблема остановки универсальной машины 
Тьюринга неразрешима на машинах Тьюринга. 
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Дополнения, примеры и задачи 


1. Доказать теорему 2 из п. 12.3 о синтезе машин 
Тьюринга для произвольного внешнего алфавита. 

2. Определенные в п. 12.1 машины Тьюринга могут сдвигать 
ленту на | шаг влево или вправо, оставляя содержимое ячеек 
неизменным, или могут изменять состояние воспринимаемой ячейки, 
оставляя ленту неподвижной. Можно расширить этот список опе- 
раций. Машина Тьюринга называется стандартной, если она и при 
сдвиге ленты может предварительно изменить состояние воспри- 
нимаемой ячейки. Программа стандартной машины может быть 
записана в виде совокупности предписаний вида qli —> два;Те, 
где формула 44а; —> 9ва;Т-1, например, означает, что машина, 
находясь во внутреннем состоянии Qg и воспринимая символ Qi, 
заменяет этот символ символом Qj, переходит во внутреннее состоя- 
ние дв и сдвигает ленту на | шаг влево (если T4, то сдвигает вправо, 
если Ту, то оставляет неподвижной). Так как уже на машинах, 
определенных в п. 12.1, все частично рекурсивные функции вычис- 
лимы, то они будут вычислимыми и на стандартных. Показать, что 
все функции, вычислимые на стандартных машинах, частично 
рекурсивны. 

3. Показать, что каждая частично рекурсивная функция 
вычислима на машине Тьюринга, способной выполнять лишь пред- 
писания вида 


даа; > Чаа:Тг, Jali —> 9ва:То, qali —> даа То (8 = + 1). 


4. Стандартная машина Тьюринга с внешним алфавитом 0,1 
называется нестирающей, если она способна выполнять лишь пред- 
писания вида 


a0 — 9ваТе, Qal —>qglTe (а=0, 1; в=0, + 1), 


т. €. если она может вписать | в пустую ячейку, но не может удалить 
символ 1, если он уже вписан в ячейку. Показать, что при подходя- 
WEM кодировании чисел любая частично рекурсивная функция 
вычислима на подходящей нестирающей машине. В частности, 
существуют универсальные нестирающие машины (Ван Хао 
[11], обобщение и другое доказательство см. Зыкин [37]. 

5. Пусть задана машина Тьюринга 3 с внешним алфавитом 
а, @1, ... Am и Ш внутренними состояниями Qos 94, >» n- 
Системой кодов условимся называть пару словарных функций 
cod (х, 9), dec (r, 9), удовлетворяющих следующим условиям: 

обе функции общерекурсивные, определенные в объединенном 
алфавите {а, ..., аж; fos -.., 9%; 6) если 9 — слово в алфа- 
вите {а,..., Am}, TO cod (g, 9) — некоторое машинное слово, 
если же у — заключительное машинное слово, то dec (x, 9) — 
слово в алфавите {а/, ..., ам}. Говорят, что машина % вычисляет 
частичную словарную функцию f(g), заданную в алфавите 
{аи,..., ат} при коде с индексом и, если машина, начав рабо- 
тать в конфигурации cod (и, х), или остановится в конфигурации $, 
для которой dec (п, 3) = f (g), либо будет работать вечно, если f (g) 
не определено. 
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Машина % называется строго универсальной, если для нее 
существует такая система cod (т, \), dec (x, 9), что каждая частич- 
но рекурсивная числовая функция f (x) вычислима на $ при коде. 
с подходящим индексом. — 

Показать, что каждая строго универсальная машина универ- 
сальна. Машина, вычисляющая в обычном смысле функцию Клини 
К (x, у), является строго универсальной. 

6. Каждая машина Тьюринга 3%, имеющая лишь одно BHY- 
треннее состояние, отличное от заключительного, имеет рекурсив- 
ное множество %+п и потому не может быть универсальной (IMI eun- 
нон [117]. 

7. Используя простое множество, построенное в п. 8.3, пока- 
зать, что из нерекурсивности множества Trin еще не следует универ- 
сальность машины %. 

8. Показать, что каждая частично рекурсивная функция при 
подходящем кодировании натуральных чисел вычислима на машине 
Тьюринга, имеющей внутренние состояния Qo, 44, 42 (то есть имею- 
щей лишь два внутренних состояния, отличных от заключитель- 
ного) и достаточно большой внешний алфавит (Шеннон [117]). 

9. Обычно принимается (см. Шеннон [117]), что «слож- 
ность» машины Тьюринга равна произведению числа символов 
ее внешнего алфавита на число внутренних состояний, отличных 
от заключительного. Значительный интерес вызвала задача построе- 
ния универсальных машин минимальной сложности. К началу 
1963 г. последними результатами в этом направлении были теорема 
Ватанабе [13] о существовании универсальной машины 
с пятью символами и шестью состояниями и теорема Тритте- 
ра [100] о существовании универсальной машины с четырьмя 
символами и шестью состояниями (отличными от заключительного). 

10. Пусть (и, ..., х.) — общерекурсивная функция и 3 — 
машина Тьюринга с внешним алфавитом {0, 1, &} и внутренними 
состояниями Qos 01, ..., Qn, @& — символ пустой ячейки, ду — 
заключительное состояние. Условимся говорить, что машина % 
вычисляет функцию f, если для любых натуральных 2, ..., X; 


910 {х1}2 4... A {хз} Е... 904 {F (X1, ..., Хз)}2 0... 9, 


где {x} — двоичная запись числа x. Мы предполагаем, что машина 
может в процессе вычислений надстраивать пустые ячейки, но пред- 
полагаем также, что машина не может отбрасывать никаких ячеек. 
Поэтому длина машинных слов в процессе вычислений не убывает 
и заключительные слова — это слова максимальной длины. Пусть 


lf (м, ..., Xs) — длина заключительного слова, получившегося 
при вычислении значения f(x4, .. . X) на машине $, уменьшен- 
ная на 1. Это длина ленты, необходимой машине $3, для вычисления 
f (Xi: . . .9 #5 


Как измерять «сложность» вычислимой функции? Один из воз- 
можных ответов на этот вопрос указан Ричи [85]. Рекурсивные 
функции разбиваются на классы Ру C Fi С... по мере возрастания 
их сложности следующим образом. В класс Fo относим все линейные 
функции. Далее для каждого [ в класс F44 относим те функции 
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f (м, ...›, X), для которых существует вычисляющая их машина 
Тьюринга Ẹ такая, что lE Ру. В статье Ричи показано, что объеди- 
нение всех классов F; в точности совпадает с классом функций, 
элементарных в смысле Кальмарар-— Чиллага [38] (см. 
задачи 4, 5 из § 6). Пусть Y (x) = 2%, pa (x) = м (p: (х)). Тогда 
p Е Fi, piya ¢ Fı}4 и потому классы F; различны. 

налогичная идея для разбиения функций в классы по степе- 
ням сложности была развита также Кливом [40]. 


$ 13. ПРИЛОЖЕНИЯ 


Изложенная выше теория машин Тьюринга по- 
зволяет просто решить ряд алгоритмических проблем алгеб- 
ры, логики, арифметики и других математических дисцип- 
ЛИН. Некоторые из этих проблем в качестве иллюстрации 
будут рассмотрены в данном параграфе. Приложения 
к теории чисел будут изложены в $ 16. 

13.1. Проблема равенства слов в полугруппах. 
В качестве одного из приложений теории машин Тьюринга 
мы хотим сейчас рассмотреть проблемы равенства (или 
эквивалентности) слов в полугруппах, заданных определяю- 
щими соотношениями. 

Совокупность элементов, рассматриваемая вместе с неко- 
торой определенной на ней бинарной ассоциативной опера- 
цией, называется ассоциативной системой или полугруппой. 
Например, полугруппой является совокупность всех нату- 
ральных чисел вместе с операцией сложения или вместе 
с операцией умножения. 

Основную операцию в произвольной полугруппе обычно 
называют умножением и обозначают точкой. Вместо a:b 
обычно пишут аб. Так как распределение скобок в произве- 
дениях нескольких сомножителей: ((а5) с) а, a(b (са)) 
на величину этих произведений в полугруппах не влияет, 
то при записи таких произведений скобки опускают. 

Согласно п. 1.3 система элементов с1, ..., Cp некоторой 
полугруппы © называется системой порождающих для ©, 
если каждый элемент с полугруппы © может быть представ- 
лен в форме 


С = Сис ... Cig [ЕЕ а ee D р), 


где множители могут и повторяться. Например, числа 
вида 2” образуют полугруппу относительно умножения 
с одним порождающим элементом 2. 
18* 
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В качестве другого примера рассмотрим совокупность 
всех непустых слов какого-нибудь алфавита С = {‹1, 

., Ср}. Эта совокупность является полугруппой относи- 
тельно обычной операции перемножения слов: 4-6 = ab. 
Однобуквенные слова C4, ..., Cp, очевидно, будут порож- 
дающими для этой полугруппы, называющейся свободной 
полугруппой с свободными порождающими Ci, ..., Cp. 

В алгебре важное место занимает способ задания полу- 
групп посредством определяющих соотношений. Сущность 
его состоит в следующем. 


Задаем некоторый алфавит С = {c}, ..., Cp} и конеч- 
ную совокупность формальных равенств вида 

C = D4, C = Ds, ..-9 C = D;, (1) 

где = — особый знак, а C4, Di, ..., Cz, D; — произвольные 

слова в алфавите {c}, ..., Cp}. В течение некоторого 

времени словами далее будем называть лишь слова в алфа- 

вите {с1,..., Cp} и делать специальные оговорки в IpO- 


тивном случае. 

Левым элементарным преобразованием некоторого сло- 
ва с, отвечающим соотношению с; = 9;, будем называть 
подстановку в слово с слова 5; вместо какого-нибудь вхож- 
дения слова с;. Аналогично, правым элементарным пре- 
образованием, отвечающим соотношению с; = %9;, назы- 
вается подстановка в слово с слова с; вместо какого-нибудь 
вхождения слова D; в с. 

Если слово с содержит несколько вхождений слова Ci, 
то над с можно выполнить по произволу одно из несколь- 
ких левых элементарных преобразований, отвечающих 
соотношению с; = D;. Если с; в сне входит, то над с соответ- 
ствующие левые элементарные преобразования не выпол- 
НИМЫ. 

Левые и правые элементарные преобразования, отве- 
чающие определяющим равенствам (1), называются просто 
элементарными преобразованиями. Условимся писать с-> D, 
если слово с получается каким-либо элементарным пре- 
образованием из с, и условимся писать © = Ð, если суще- 
ствуют такие слова #.,..., lı, что 


ем —>... —> fı —D, (2) 


или если с = 5. 
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Новое определение отношения = не противоречит оп- 
ределяющим соотношениям (1), так как в силу (1) c; —> Dd; 
и потому с; = 5;. 

Из приведенных определений непосредственно видно, 
что отношение = рефлексивно, транзитивно, симметрично 
и согласовано с операцией умножения, то есть 


t= tisy = 9, > №) = #45. (3) 


Отношение = будем для краткости называть эквива- 
лентностью. Совокупность всех слов, эквивалентных дан- 
ному слову с, обозначим через [с] и назовем смежным KJC- 
сом по модулю =. Ввиду изложенного соотношение # = у 

равносильно «точному» равенству [g] = [y]. 
Вводим теперь операцию умножения смежных классов, 
полагая по определению 


[£]: [9] = [£9]. 5:64 


В силу (3) так определенная операция умножения являет- 
ся однозначной на совокупности всех смежных классов. 
Поскольку для произвольных слов а, Ъ, с из (4) следует 


([@] [61) [c] = [ab - c] = [a - bc] = [a] (161 [<], 


то операция умножения смежных классов ассоциативна 
‘и, следовательно, совокупность всех смежных классов 
по модулю == является полугруппой, которую мы будем 
обозначать через Ga. 
Для любого слова с = Cilia- <. Ci из (4) следует 


[с] = [Си ... Cis] = [cup [Cis]. 


Поэтому элементы [с1|,..., [cp] образуют порождающую 
систему для полугруппы C и полугруппа ©, обычно назы- 
вается полугруппой, заданной порождающими Ci, ..., Cp 
и определяющими соотношениями (1). Полугруппы, зада- 
ваемые этим путем, называются конечно определенными 
полугруппами или ассоциативными исчислениями. 

Говорят, что слово с представляет элемент [c] nony- 
группы ©). Так как основной способ задать элемент полу- 
группы — это задать его представителя, то естественно 
возникает следующая основная 
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Проблема равенства для ассоциа- 
тивных исчислений. Для заданного ассоциатив- 
ного исчисления указать алгоритм, посредством которого 
для любых двух слов а, b можно было бы сказать, представ- 
ляют ли они один и тот же элемент полугруппы, то есть 
эквивалентны ли они в заданном исчислении. 

В точных терминах эта проблема может быть сформули- 
рована так: для заданного ассоциативного исчисления 
является ли рекурсивной совокупность всех пар слов, 
эквивалентных в данном исчислении? 

Неболышое изучение вопроса приводит к выводу, что, 
во всяком случае, справедлива 

Теорема 1. В каждом ассоциативном исчислении 
совокупность пар эквивалентных слов рекурсивно nepe- 
числима. 

В самом деле, для каждого данного слова а легко найти 
все слова, получаемые из него одним элементарным преобра- 
зованием, двумя последовательными элементарными пре- 
образованиями и т. д. Производя сначала по одному эле- 
ментарному преобразованию над однобуквенными словами, 
затем не более чем по два последовательных элементарных 
_ преобразования над словами длины, не превосходящей 2, 
и T. д., мы постепенно перечислим все пары эквивалентных 
слов. Для оформления этого рассуждения в точное дока- 
зательство достаточно на множестве пар слов определить 
надлежащие операции, как это неоднократно делалось, 
и сослаться на теорему о порожденных совокупностях 
из п. 4.3. 

Из теоремы | непосредственно следует, что в каждом 
ассоциативном исчислении каждый смежный класс рекур- 
сивно перечислим. Спрашивается, а не будут ли все смеж- 
ные классы во всех ассоциативных исчислениях просто 
рекурсивными? Ясно, что если в каком-нибудь ассоциатив- 
ном исчислении проблема тождества решается положитель- 
но, то все смежные классы в этом исчислении рекурсивны. 

Пользуясь близостью элементарных преобразований слов 
в ассоциативных исчислениях к преобразованиям машин- 
ных слов в машинах Поста — Тьюринга, Пост [73] 
и Марков [55] почти одновременно заметили, как 
можно построить ассоциативное исчисление, обладающее 
нерекурсивными смежными классами и потому ‘имеющее 
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неразрешимую проблему тождества. Мы сейчас изложим 
один из простейших способов построения ассоциативных 
исчислений, элементарные преобразования которых непо- 
средственно имитируют преобразования машинных слов. 
в машинах Тьюринга. 

Пусть задана машина Тьюринга с символами Qo, @а1,... 
..., Qm, СОСТОЯНИЯМИ Qo, Qi, ..., Qn и совокупностью $ 
команд. Строим ассоциативное исчисление А ($) следующим 
образом. Алфавит А (T) состоит из символов Qo, а1,...,а@м, 
qos 91,..., Qn И дополнительного символа 9. Определяю- 
щие соотношения исчисления А (%) выписываются при 
помощи команд %. Ниже слева указаны команды из F, 
а справа выписаны соответствующие формальные равенства, 
которые вносятся в список On peAČIMONHX соотношений 


для А (3): 


Jali —> qaj qalli = два» (5) 
даа; —> 9в[. ава; == двава: (Е =0,1,..., т), (6) 
Jali —> PR qali = а:дв. (7) 


Добавляя к этим соотношениям еще соотношение 
QV = V, _ (8) 


получим полный список определяющих соотношений исчис- 
ления А ($). 

Теорема 2. Пусть машина Тьюринга $ имеет cum- 
волы Qo, @4,..., ам и состояния Qo, 9,..., 4, А (3%) — 
построенное вые ассоциативное исчисление с определяющими 
соотношениями (5) — (8), а, b, с, D — произвольные слова 
в алфавите do, @и,..., Qm, из которых слово òD либо пусто, 
либо оканчивается буквой, отличной от ag. Для того чтобы 
в исчислении А (©) было истинно соотношение 


Aqwa bV = Coa pdV, 


необходимо и достаточно, чтобы машина $ из конфигура- 
ции а4,а через конечное число тактов работы и без nað- 
страивания ячеек. слева переходила. в конфигурацию сдоарвах. 

Достаточность условий а очевидна. Действи- 
тельно, пусть 
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— последовательные конфигурации, принимаемые рабо- 
тающей машиной %. По условию, конфигурация Ши 
возникает из конфигурации My путем выполнения некоторой 
команды из совокупности %,. Эта команда имеет один из 
видов (5), (6), (7). Рассмотрим самый сложный случай: 
пусть слово Mg переходит в слово 4: в результате выпол- 
‚ нения команды вида (7), сопровождаемой надстраиванием - 
ячейки справа. Это значит, что ть = 4’ даа Ши = 
= 4'4;9в4о. В слове mpu заменяем согласно (8) букву vV 
СЛОВОМ QoU, затем, заменяя в слове шм»ао9 согласно (7) под- 
слово даа; через а;, получим слово Mp+1U, то есть из 
т» > Mp1 следует MU = Mpg+1U, что и требовалось. — 
Докажем теперь необходимость условий теоремы 2. 

Пусть 
Awab = Lo —> fa —>... —> Pi = CGoa pòU (9) 


— слова, получаемые последовательно элементарными пре- 
образованиями, отвечающими  соотношениям (5) — (8). 
Не меняя начального и конечного слов цепочки (9), мы хотим 
ее преобразовать в такую цепочку, для которой доказы- 
ваемое утверждение будет очевидным. 

Из формы элементарных преобразований (5) — (8) сле- 
дует, что в преобразуемом слове они не меняют ни числа 
вхождений буквы 9, ни числа вхождений каждой буквы 
вида да. Поэтому каждое слово в цепочке (9) имеет вид 


tr = Akqw, 1, DRV, 


где а», 6, — некоторые слова в алфавите Qo, а1,..., Am- 

Пусть в двух последовательных преобразованиях p > 
—> k41 —> Хр+2 Из (9) второе преобразование есть правое 
о-преобразование о —> aov. Тогда в более подробной записи 
этот участок цепочки (9) имеет вид 


а’ bU ZEN a”qgb”u ERA ageh” agu 
и потому вместо цепочки (9) можно рассматривать цепочку 
... —> Mab U —> @ 46409 —> a”qgb"aov —> ... (10) 


Переход от цепочки (9) к цепочке (10) условимся называть 
сдвигом правого о-преобразования +1 -> #»к+› влево. 

Аналогично, если в отрезке у» -— fh+1 > Er+2 пре- 
образование г» —> Хь+: есть левое у-преобразование а9 — 
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— и, то этот отрезок имеет вид 
4 боб’ doU EAS qab U 2 a qgb”v 
и вместо цепочки (9) можно рассматривать цепочку 
. —> даб’ а09 —> a”qgb"aou —> a"qgb"u —>... (11) 


Переход от (9) к (11) будем называть сдвигом левого э-пре- 
образования Ër -> k+1 вправо. 

Сдвигая в цепочке (9) все правые о-преобразования 
влево, а все левые о-преобразования а достаточное 
число раз, получим цепочку вида 


aqwa bu —>... —> ад,ара —>... 
... —> (004040 —... —> (дар05, 
где участок 
а4ша bayu —> Yı —>... —> Ys = CoA pdDAZU (12) 


преобразований вида (8) уже не содержит. 

Последнее слово цепочки (12) содержит заключитель- 
НЫЙ СИМВОЛ до, Не входящий в левые слова соотношений (5), 
(6), (7). Поэтому преобразование Ys-1 —> Ys не может быть 
правым. Допустим, что цепочка (12) содержит правые пре- 
образования. Пусть Y —> 9+1 — последнее правое mpe- 
р в ней, отвечающее соотношению (и) (и = 5, 

6, 7). Слово 9+. пусть содержит подслово Qai. Преобра- 
зование Yr+1 > Yz+2 NO предположению левое. Но: среди 
соотношений (5), (6), (7) есть лишь одно соотношение, 
левая часть которого есть gđi. Следовательно, это соотно- 
шение должно совпадать с упомянутым соотношением (и). 
Таким образом, преобразования Yk > Эк+и И Эви > Yk+2 
взаимно обратны, 9» = +2 и цепочку (12) можно сокра- 
тить до цепочки 


ее. ES o (13) 


Продолжая этот процесс далыше, мы получим цепочку 
вида (12), в которой все преобразования левые, отвечающие 
соотношениям (5), (6), (7). Но ведь эти соотношения были 
так подобраны, чтобы, выполняя левое преобразование, 
отвечающее одному из указанных соотношений, над ка- 
кой-нибудь конфигурацией m машины %, мы получали 
конфигурацию щ‘“? следующего состояния машины %. 
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Следовательно, машина %, начав работать в конфигурации 
адшаау, закончит работу ‘в конфигурации сдараг. 
Последняя буква слова Ò отлична от Qo. Поэтому маши- 
на %, начав работать в конфигурации &д.,а16, закончит рабо- 
ту в конфигурации вида сдоаррах, что и требовалось. 

Теорема 3 (Поста — Маркова). Существует. acco- 
циативное исчисление с алгоритмически неразрешимой про- 
блемой равенства. 

В п. 6.3 построена частично рекурсивная функция E (x), 
принимающая лишь значения 0, | и не имеющая рекурсив- 
ных доопределений. Пусть М; (1 = 0, 1) — совокупность 
решений уравнения E (x)= i. В п. 6.3 показано, что MHO- 
жества М; рекурсивно перечислимые, но не рекурсивные. 
Обозначим через 3, машину Тьюринга с символами O, 1 
и подходящими состояниями Qo, 01,..., Qn, правильно 
вычисляющую функцию E (x), то есть переходящую из KOH- 
фигурации 09,01“ в конфигурацию вида 4901"“0° после 
конечного числа тактов работы без надстраивания ячеек 
слева. Согласно теореме 2 это означает, что в ассоциатив- 
ной системе А ($) для любого натурального х 


91019 = 90010 <> хЕМ;: 


HJIH | 
ХЕМ; < 9.019 Е [90Го] (=0, 1), 


где [+] обозначает совокупность слов исчисления А (S), 
эквивалентных слову #. Алфавитный номер (п. 11.1) слова 
901”о будет некоторой общерекурсивной функцией ф (x). 
Обозначая через P; (i = 0, 1) совокупность алфавитных 
номеров слов из класса [95019], получим 


ХЕМ; < Ф(х)ЕР; (1=0, 1). | (14) 


Мы видим, следовательно, что нерекурсивное множе- 
ство Mo /1-сводится к множеству Po. Поэтому множество Po 
не рекурсивно и в исчислении А ($) проблема эквивалент- 
ности произвольного слова слову до алгоритмически нераз- 
решима. 

На самом деле соотношения (14) дают несколько больше, 
чем утверждает теорема 3. Именно, соотношения (14) 
означают, что пара множеств Мо, М, 11-сводится к паре 
Ро, Pı. Так как пара Mo, М, т-универсальна, а множества 
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Po, P, рекурсивно перечислимы, то пара Ро, P, также 
- т-универсальна. Следовательно, ассоциативное исчисле- 
ние A (©) обладает парой эффективно неотделимых смеж- 
ных классов [gov] и [9013]. 

Выше мы строили ассоциативное исчисление с неразре- 
шимой проблемой равенства, совершенно не заботясь о том, 
насколько сложным это исчисление окажется. В первом 
приближении можно принять, что сложность исчисления 
характеризуется числом порождающих и числом опреде- 
ляющих соотношений. Простейшие замечания (см. зада- 
чу 12, $ 13) показывают, что если существует ассоциативное 
исчисление с неразрешимой проблемой равенства, имею- 
щее р порождающих и [ определяющих соотношений, 
то существует и ассоциативное исчисление с неразреши- 
мой проблемой равенства, имеющее то же число [ опре- 
деляющих соотношений и лишь 2 порождающих. Возни- 
кает задача нахождения ассоциативного исчисления с нераз- 
решимой проблемой равенства и наименьшим числом опре- 
деляющих соотношений. Есть основания полагать (см. 
С. И. Anan 1[3]), что ассоциативные исчисления с одним 
определяющим соотношением имеют разрешимую проблему 
равенства. С другой стороны, Г. С. Цейтин [112] 
показал, что ассоциативное исчисление с порождающими. 
а, b, с, d, еи семью определяющими соотношениями 


äc = vd, at= na. be = 66, ра = db; 
еса == се, еб == de, сса == ссае 


имеет неразрешимую проблему равенства слов. Ассоциа- 
тивное исчисление, имеющее неразрешимую проблему 
равенства и менее семи определяющих соотношений, пока 
неизвестно. 

Ассоциативное исчисление называется групповым (ино- 
гда — инверсивным) исчислением, если его порождающие 
можно разбить на пары ал, 61,...,ар, bp так, чтобы 
среди определяющих соотношений заведомо встречались 
соотношения 

ЧЕЛА, г.., ЧЕ А, 


где Л — пустое слово. Полугруппа, определяемая группо- 
вым исчислением, является группой, в которой элементы 
[a;] и [b;] взаимно обратны. 
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Задание групп при помощи групповых исчислений, 
то есть при помощи порождающих и определяющих соотно- 
шений, играет большую роль как в самой теории групп, 
так и в некоторых ее важных приложениях. Поэтому 
уже в начале ХХ столетия в теории групп стала известной 
проблема равенства слов. Однако она оказалась весьма 
трудной и решение ее было получено только в 1952 г. 
П. С. Новиковым [66]. Другие ее решения позже 
были найдены В. Буном 19], Д. Бриттоном [8], 
Г. Хигманом [110]. Все эти решения достаточно 
сложны и потому здесь не излагаются. 

Конечно, в связи с ассоциативными и групповыми 
исчислениями возникло много различных проблем алго- 
ритмического характера. Общий обзор их дан в работах 
А. А; Маркова. Dok OC -Arama [2], а также 
М. Рабина [79]. Как правило, решение этих проблем 
осуществляется тем или иным сведением их к проблеме 
равенства слов в некотором вспомогательном ассоциатив- 
ном или групповом исчислении с заведомо неразрешимой 
проблемой равенства слов. 

13.2. Тождественно истинные формулы исчис- 
ления предикатов 1-й ступени. Основным формальным логи- 
ческим языком является исчисление предикатов 1-й ступени. 
Наша цель — доказать теорему Чёрча о том, что сово- 
купность всех тождественно истинных формул исчисле- 
ния предикатов 1-й ступени нерекурсивна. Напомним 
некоторые определения. 

Рассматривается особое двухэлементное множество в, 
элементы которого называются «истиной» и «ложью» и обо- 
значаются соответственно И и JI. На множестве e опреде- 
ляются операции конъюнкции &, дизъюнкции \/, импли- 
кации —> и отрицания ~] обычным образом: а & b имеет 
значение И для а = И, b= И иа& 5 =Л для осталь- 
ных значений ‘а, 6; далее, 


Ааа = бд, 
аб = аб, 
та=й < а=Л. 


Если М — произвольное непустое множество, то пй-мест- 
ная функция P (х.,..., Xn), определенная на М со 
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значениями в {И, ЛД}, называется п-местным предикатом 
на М. Для двуместных предикатов P вместо записи P (x, y) 
обычно употребляют более короткую запись хРу. Напри- 
мер, для обычного отношения <, определенного на множе- 
стве натуральных чисел, имеем 


rssh; Sedai Lzy 3s 


Символ равенства = будет рассматриваться также как 
символ двуместного предиката, определенного на любом 
множестве. 

Алфавит А рассматриваемого исчисления предикатов 
состоит из символов &, \/, >, 1, 3, У, (,), ›, =,Р, Е, и, В, \. 
Слова вида (Р№...аВ...В) = (ЕРю"В") и (Ра”В”) бу- 
дем обозначать через Fn, Pa и называть соответственно 
т-местными функциональным и предикатным символами. 
Слова x; = (y*t1) (i = 0, 1,...) будут называться Mpeg- 
метными символами. 

Задать «значение» какого-нибудь предметного символа х; 
в некотором множестве М — значит поставить этому сим- 
волу в соответствие какой-либо элемент из М. Задать зна- 


чение какого-нибудь функционального символа Ри на мно- 
жестве М — значит поставить ему в соответствие некоторую 
т-местную операцию, определенную на М. Аналогично, 
задать «значение» предикатного символа Ph — значит IO- 
ставить ему в соответствие какой-либо т-местный пре- 
дикат на М. 

Слова в алфавите А, имеющие определенный ниже CNE- 
циальный вид, называются термами и формулами. Понятие 
терма уже было введено в $ 1: термами называются пред- 
метные символы х;, а также выражения вида Fa (i, ... 


<, @т), где ,..., а» —термы меньшей длины. Напри- 
мер, термами являются слова 


г (Fi (xo); x1)» Fi (ха, X2, = 


тогда как слово P} (хо) термом не является. 

Пусть а — некоторый терм, и пусть значения всех 
входящих в запись 4 функциональных и предметных симво- 
лов заданы на некотором множестве М. Тогда, выполняя 
над значениями предметных переменных последовательно 
операции, указанные в записи терма, получим в результате 
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некоторый элемент из М, который и называется значением 
терма « при заданных значениях предметных и функцио- 
нальных переменных. Например, рассмотрим терм 


Ру (хо, Ро (Хо, Х1)). 


Пусть значениями символов хо, хи, Ё*, F? будут соответ- 
ственно числа 3, 2 и операции +, X, определенные на MHO- 
жестве натуральных чисел. Тогда значением терма будет 


9+ (3х 2)=9 


Если в каком-нибудь терме а значения всех функцио- 
нальных и некоторых предметных символов фиксированы, 
то значение этого терма будет функцией от значений осталь- 
ных предметных символов, участвующих в записи терма. 
Функции такого рода называются термальными или пред- 
ставляющимися термами. 

Перейдем к определению понятия формулы. 

а) Если @, ..., ап — термы, то слова вида 


Р" (41, e.. äm), = 9 


называются первичными формулами. Пусть на некотором 


множестве М заданы значения предикатного символа Ри 
и значения всех предметных и о символов, 


встречающихся в записи термов 4, ..., ат. Тогда зна- 
чения термов а; будут вполне определенными элементами 
и, ..., Am ИЗ М и выражение pa gedy P Ha- 


чение символа P) будет равно И или JI. Это и будет значе- 
нием рассматриваемой первичной формулы. 

Предметный символ X; называется связанным в слове b, 
если слово b содержит подслово (3х;) или подслово (V x;). 
Если предметный символ Xi, встречающийся в слове b, 
не связан в этом слове, то он называется свободным. 
В частности, в первичных формулах все предметные сим- 
волы свободны. Определяемые ниже «значения» формул 
не зависят от значений связанных переменных, а зависят 
лишь от значений свободных предметных символов и значе- 
ний функциональных и предикатных символов. 

6) Если A, % — формулы, причем ни один из связан- 
ных предметных символов любой из этих формул не встре- 
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чается в другой, то формулами являются и слова 
(A&B), (A V $), (A — 8), mA. 


Чтобы найти значение какой-либо из этих более сложных 
формул, надо найти значения формул A, $ и затем над 
этими значениями (равными И или JI) произвести соответ- 
ствующую операцию &, V, >, 1. 

в) Если A — формула, содержащая свободный пред- 
метный символ х;, то формулами являются и слова 


(Ух) A, (3х) 9. 


Пусть задано множество М и на этом множестве заданы 
значения всех предикатных, функциональных и свободных 
предметных символов, входящих в формулу XA. Тогда 
в формуле X будет не задано значение лишь одного свобод- 
ного предметного символа х;. Для каждого значения х; в М 
и фиксированных значений остальных символов значение 
формулы A будет равно И или JI. Если A для любых значе- 
ний х; в М имеет значение И, то говорят, что формула 
(Ух; A имеет значение И при фиксированных значениях 
входящих в нее свободных символов. Если же формула AM 
хотя бы при одном значении X; из М имеет значение Л, 
то формула (Ух; A также имеет значение Л. 

Аналогично, если при фиксированных значениях функ- 
циональных, предикатных и свободных предметных сим- 
волов формулы (3х;) A формула Q ложна для любых зна- 
чений предметного символа х; в множестве М, то говорят, 
что формула (3х;) XA имеет значение Л для фиксированных 
значений символов. В противном случае говорят, что 
(3х;) XA имеет значение И на М. 

Слово X называется формулой, если оно является 
формулой в силу предписаний а), 6), в). 

При практическом использовании формул удобно упо- 
треблять сокращенную запись формул. Например, форму- 
лу 1(«= b) обычно ‘записывают в виде & +b. Внешние 
скобки обычно опускают; если T — двуместный предикат- 
ный или функциональный символ, то вместо T (x, у) пишут 
хТу и т. д. Часто вместо самих символов х;, Pr, Fr 
пишут их обозначения. Говорят, например, «Пусть 
P — двуместный предикатный символ, f — двуместный 
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функциональный, символ, х, и—предметные переменные. 
Рассмотрим формулу 


PEI х)) &Р(х, t)r. (1) 


На самом деле при этом имеют в виду формулу, которая 
получится из (1) после замены символов P, f, Y, X соответ- 
ствующими словами в алфавите А. 

Пусть Р.,..., Р., ЕР, ..., Е, — обозначения пре- 
дикатных и функциональных символов, имеющих заданные 
числа мест, H Y1, ..., Yu — обозначения предметных CHM- 
волов. Задать модель сигнатуры © = (Р.,...,Р., F... 
... Ft, Yi, . . . Yu) — значит задать некоторое непустое 
множество М (основное множество элементов модели) 
и задать на М значения всех указанных сигнатурных сим- 
волов. Полученная модель обозначается через (M; Pi.. 
РЕ а E о Напр У 
где -++ есть символ бинарной операции, имеющий в качестве 
значения операцию сложения натуральных чисел, а М—сово-_ 
купность всех натуральных чисел, есть аддитивная полу- 
группа натуральных чисел. В этой полугруппе формулы 


(vx) (Yy) (ху = у--х), (Ух) (9) (3 г) (x +2z=y V уг=х) 
истинны, а формула — 
(32) (х--2=у) 


определяет формульный предикат, совпадающий с обычным 
отношением XY. 

Формула A называется формулой сигнатуры ©, если 
все ее предикатные, функциональные и свободные Mpeg- 
метные символы (за исключением знака =) содержатся в о. 
Поэтому, если задана какая-то модель We сигнатуры о, 
то каждая формула сигнатуры © будет на этой модели 
истинной или ложной. Классом моделей сигнатуры о назы- 
вается произвольная система моделей заданной сигнатуры. 
В частности, класс может состоять из одной конкретной 
модели, а может состоять и из «всех» моделей данной сиг- 
‘натуры. | 

Формула A сигнатуры O называется истинной на HEKO- 
тором классе моделей сигнатуры ©, если она истинна 
на каждой модели этого класса. Совокупность Т (%) всех 
формул сигнатуры O, истинных на классе Ñ, называется 
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согласно А. Тарскому [97] элементарной теорией 
класса Ñ. 

Произвольная формула рассматриваемого исчисления 
называется тождественно истинной, если она истинна для 
любых значений входящих в нее функциональных, пре- 
дикатных и свободных предметных символов. В частности, 
элементарная теория класса «всех» моделей данной сигна- 
туры O есть совокупность всех тождественно истинных 
формул, имеющих сигнатуру о. 

Рассмотрим произвольную систему È каких-то формул 
заданной сигнатуры O. Совокупность К (2) всех моделей 
сигнатуры O, на которых истинна каждая формула CHCTE- 
мы È, называется классом моделей, определенным CHCTE- 
мой аксиом №. Система È называется выполнимой, если 
класс К (2) не пуст. В противном случае система È назы- 
вается невыполнимой. 


Например, пусть : служит обозначением некоторой 
бинарной операции. Тогда аксиома 
(Мх!) (Ух) (У хз) (1-Х) „Хз = Ха: (Х2 Хз) (2) 


выражает ассоциативность операции > и класс моделей, 
определяемый указанной аксиомой, есть класс полугрупп 
с операцией .. 

Каждая аксиома системы > и каждая формула теории 
T (К (2>)) являются словами в конечном алфавите А. Поэто- 
му имеет смысл ставить вопрос об алгоритмической природе 
совокупностей №, T (К (2)): будут ли они рекурсивными, 
креативными и т. п. Нижеследующие две фундаментальные 
теоремы дают ответ на этот вопрос в основных случаях. 

Теорема 1 (Гильберт — Гедель). Если № — рекур- 
сивно перечислимая система формул заданной сигнатуры с, 
mo элементарная теория T (К (2)) также рекурсивно 
перечислима. 

Для доказательства сначала рассматривается совокуп- 
ность % вообще всех тождественно истинных формул (любой 
сигнатуры). В курсах математической логики (см., напри- 
мер, [17]) показывается, что формулы % могут быть полу- 
чены следующим способом. Выделяется некоторый класс 
тождественно истинных формул, называемых аксиомами 
исчисления. В разных курсах этот класс выбирается 
по-разному. Однако всегда оказывается вполне очевидным, 
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что аксиомы образуют рекурсивное множество. Затем 
указывается конечное число особых «правил вывода». 
Одно из них (правило силлогизма) имеет вид: если даны 
формулы A и A —> $, то образуем формулу %. По существу 
эти правила являются просто словарными функциями, 
притом рекурсивными в алфавите А. Например, правилу 
силлогизма соответствует такая функция: 


те. B, если У имеет вид [-—>%, 
а. Q в остальных случаях. 


Затем показывается, что все тождественно истинные 
формулы получаются с помощью операций вывода из акси- 
ом, то есть что совокупность всех тождественно истинных 
формул порождается множеством аксиом с помощью опера- 
ций вывода. Так как множество аксиом рекурсивно, 
а операции вывода являются рекурсивными функциями, 
то согласно теореме о порожденных множествах из п. 4.3 
совокупность % всех тождественно истинных формул 
рекурсивно перечислима. 

Чтобы доказать теорему 1 в общем виде, обозначим Ye- 
рез Fo, Yı, ... рекурсивную последовательность всех op- 
мул из Х. Известно, что формула X тогда и только тогда 
принадлежит T (К (È2)), когда для некоторого п формула 


Fo FA... & Fn — A (3) 


является тождественно истинной. Поэтому мы составляем 
множество W всех формул вида (3), заставляя п пробегать 
натуральный ряд, а % пробегать совокупность всех формул 
сигнатуры о. Множество W рекурсивно перечислимо. IIo- 
этому рекурсивно перечислимо и его пересечение Wy 
с множеством всех тождественно истинных формул. Пусть Bo, 
Dı, ... — формулы этого пересечения. B; имеет форму 


Fo FA а & 5", >A 


и потому T (К (*)) будет состоять из членов рекурсивно 
перечислимой последовательности Mo, Mi, ..., An, ..., 


что и требовалось. 
Теорема 2 (Чёрч 1[115]). Совокупность % всех 


тождественно истинных формул исчисления предикатов 
является креативным (и потому нерекурсивным) множе- 
ством. 
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Для краткости обозначим точкой бинарный функцио- 
нальный символ Fô и рассмотрим класс P всех полугрупп, 
определяемый аксиомой (2). Согласно теореме Поста — 
Маркова (п. 13.1) существует полугрупповое исчисление 


с порождающими элементами Xi, ..., № H определяю- 
щими соотношениями 
gi 2p; r i R ass= bs (4) 


такое, что множество & всех слов, эквивалентных некоторо- 
му подходящему слову я, является креативным. Каждое 
слово Хиль ...Хт ЭТОГО ПОоЛУугруппового исчисления 
мы будем рассматривать как терм ((Xi' Xi)’ Хз)... Xim- 
’ Из определения эквивалентности слов в № следует, что 
слово % эквивалентно слову # тогда и только тогда, когда 
для любых значений X1, ..., Xn, взятых в произвольной 
полугруппе и удовлетворяющих в этой полугруппе соотно- 
шениям (4), значения термов а, # будут равны, то есть 
когда формула 


(У Хп+1) (V Хп-2) (V Xn+3) (Xn+1*(Xn+2"%n+3) = 
=: EARN "Xn+2) "Xn+3) & (44 = bi O is & As = bs) — 84 =r (5) 


тождественно истинна. Итак, для любого слова # 
rEU <> F ()Е$, 


где через F (r) обозначено слово (5). Ясно, что словарная 
функция F (1) рекурсивна. Таким образом, креативное 
множество Ų т-сводится к рекурсивно перечислимому 


множеству % и потому (п. 8.2) множество € креативно. 

После того как на рубеже прошлого и нашего столетий был 
окончательно описан язык исчисления предикатов, естественно 
возникла задача о нахождении всех логических законов, формули- 
руемых на этом языке, то есть о нахождении всех тождественно 
истинных формул, и о нахождении алгоритма, позволяющего для 
каждой данной формулы узнать, является ли она тождественно 
истинной. Последняя задача оставалась открытой в течение ряда 
лет и получила название проблемы разрешимости (Entscheidungs- 
problem) исчисления предикатов. В 1936 г. А. Чёрч [115] пока- 
зал, что если принять тезис, носящий ныне его имя (п. 2.3), то про- 
блема разрешимости решается отрицательно. Это был первый 
крупный успех только что родившейся в те годы теории алгоритмов. 
Теорема 2 представляет собой модернизированную версию перво- 
начальной теоремы Чёрча, так как понятие креативного множества 
было введено Э. Постом много позже. 


19% 
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13.3. Арифметические множества. Рассмотрим 
натуральный ряд М, на котором отметим операции сложе- 
ния +, умножения X и числа 0, 1. Получившуюся модель 


UN И 


назовем арифметикой. Символы -|, X, 0, 1 мы будем 
рассматривать как бинарные функциональные и предметные 
символы, значения которых фиксированы. Формула а 
исчисления ‘предикатов называется арифметической, если 
она не содержит предикатных символов, каждый ее функ- 
циональный символ есть либо +, либо X, предметные 
символы 0, 1 в ней не связаны. Предметные символы 0, 1, 
имеющие фиксированные значения, называются индиви- 
дуальными. Остальные предметные символы, входящие 
в формулу а, называются предметными переменными. 
Арифметическая формула, не имеющая свободных пред- 
метных переменных, называется замкнутой. Каждая 
замкнутая арифметическая формула имеет на нату- 
ральном ряде значение И или JI. Те из них, которые 
имеют значение И, могут быть рассматриваемы как вы- 
ражающие на языке исчисления предикатов свойства 
натурального ряда. 

Пусть а — арифметическая формула, свободные пред- 
метные переменные которой суть Y1, ..., Yn. Говорят, что 
формула а истинна (или тождественно истинна) на A, 
если а истинна для каждых значений и.,..., Yn в N. 
Отсюда ясно, что формула а со свободными предметными 
переменными Yi, ..., Yn истинна на % тогда и только 
тогда, когда на % истинна замкнутая формула (W yi)... 
... (Ми) в. В общем случае значение формулы будет 
зависеть от значений переменных Y1, ..., Yn и потому 
значение а можно рассматривать как значения п-местного 
предиката P (иу.,..., Yn), определяемого или «изображае- 
мого» формулой а. Предикаты, которые определяются 
арифметическими формулами, называются арифметиче- 
скими (или формульными) предикатами. Например, пре- 
дикаты х<уил (x делит у) арифметические, так как 


ео (9-2 = 5) 
х [у <> (32) (у=хх 2). 
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Множество п-ок натуральных чисел (у1,..., И») назы- 
вается арифметическим (по Гёделю), если арифметическим 
является п-местный предикат, истинный на п-ках этого 
множества и ложный на остальных П-ках. Числовая частич- 
ная функция Y = | (x1, ..., Xn) называется арифметиче- _ 
ской, если график ее есть множество арифметическое. 

Для краткости терм вида 1+ 1+ ... + 1 (а единиц 
в арифметических формулах обозначается числом а. Гово- 
рят, что множество М или функция f изображаются форму- 
лой а, если формулой а изображается предикат, отвечаю- 
щий М или f. Например, формула у = 2 представляет. 
множество, состоящее из одного числа 2; формула 
(ąz) (y = 2 X z) представляет совокупность всех четных 
чисел; формула 


у == Обу=- 1& (Уи) (Мо) (у=и->и=1 \/ 9=1) 
представляет совокупность всех простых чисел; формула 


(Зи) (2х2) +и=у)& 
&(3 9) ((2 Е Т)Х (2-5 1) =у-) вузе (+ 9х (г ПИ 


представляет функцию 2 = [Иу| ит. д. 

Теорема1 (Гедель). Каждая частично рекурсив- 
ная функция, а потому и каждое рекурсивно перечислимое 
_ множество п-ок являются арифметическими. 

Согласно следствию из теоремы 3 в п. 3.4 и теореме 
о нормальной форме Клини (п. 6.1) каждая частично рекур- 
сивная Я может быть получена из функций Г, С, l, 


гхи, ху, х-+- 1, In операциями подстановки и мини- 
мизации. Поэтому теорема l будет доказана, если мы дока- 
жем, что все указанные исходные функции арифметические 
и что операции подстановки и минимизации, примененные 
к арифметическим функциям, дают функции арифмети- 
ческие. 

А) Суперпозиция | 


О со. r nN 
арифметических функций g, 5\,..., о, есть функция 
арифметическая. 

Действительно, если формулы С (xi, ... Xn, и 


Gi (м, ..., т, И) представляют функции g; а то 
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формула 


92). (92 бо о. 
Е В) 
представляет, очевидно, функцию у = f (и, ..., №). 

B) Если формула G (x1, ..., Xn+1, и) представляет час- 
тичную функцию © (X1, ..., +1) = и, то формула 
бр. ож, и Омен 

—> (Зи) (С (x1, ..., Хи, Z, и) биз 0)) 


представляет частичную функцию 
Y = pz (g (Xis -- -3 Xn, z)=0). 

Таким образом, оператор минимизации, примененный 
к арифметической функции, дает функцию арифметическую. 

В) Функции +, x+ 1, х- 9, In изображаются соот- 
ветственно формулами 
а=х-у, z=x+1, (y< x—y+z=x)&(x<y—z=0]), 

z=0- x+... Нж-... +0- xn 


и потому являются арифметическими. | 
Г) Функции х?, [х/2], с(х, y), L(x), r(x) изображаются 
формулами 


а=ххх, (2х2<ла(х< 2х (2+1), 
ЖЕНИ |, (e= cele 5), (Зи)(я=с(е, у) 


и потому являются арифметическими. 
Д) Функции z = rest (x, и), z = Г (x, у) изображаются 
соответственно формулами 


Ju (x =uy+z&2z2< и) \/ (у=0&2=х), 
2 == геЗ4 (1(х), 1+(y+ 1) г(х)). 


Согласно приведенному выше замечанию из А) — M) 
непосредственно вытекает теорема 1. 

Каждая арифметическая формула может рассматри- 
ваться как слово в конечном алфавите J = {&, V, I, V, 
ОХ, = 0. ма причем слова м—= ба. га) 
можно употреблять в качестве кодов для предметных симво- 
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лов. Все слова в алфавите J, а значит, и все арифметиче- 
ские формулы, имеют определенные алфавитные номера. 
Множество арифметических формул называется арифмети- 
ческим, если арифметическим является множество номе- 
ров этих формул. $ 

Следствие. Множество всех замкнутых истинных 
арифметических формул не рекурсивно и не рекурсивно 
переч ислимо. 

Пусть f (x) — примитивно рекурсивная функция, COBO- 
купность значений которой U не рекурсивна. Согласно Teo- 
peme | существует арифметическая формула а (x, и), пред- 
ставляющая функцию и = f (x), и, следовательно, 


ye U aS Е и 


Таким образом, если бы существовал алгоритм, распознаю- 
щий истинные замкнутые формулы, то при помощи этого 
алгоритма можно было бы распознавать числа, принадлежа- 
щие U, а это противоречит нерекурсивности U. 

Допустим теперь, что совокупность У всех истинных 
замкнутых арифметических формул рекурсивно перечис- 
лима. Пусть 


УИ 


— рекурсивная последовательность всех формул из У. 
Тогда рекурсивная последовательность 


Я д а 


была бы последовательностью всех ложных замкнутых 
арифметических формул, то есть совокупность W всех 
ложных замкнутых арифметических формул была бы рекур- 
сивно перечислимой. Ясно, что совокупность всех замкну- 
тых арифметических формул рекурсивна. Эта совокупность 
разложена в сумму непересекающихся рекурсивно пере- 
числимых множеств У и У. По теореме Поста отсюда сле- 
дует, что У и W рекурсивны, вопреки уже доказанной 
нерекурсивности множества У. 

Согласно теореме | все рекурсивно перечислимые множе- 
ства арифметические. Обратное, конечно, неверно. Пусть 
множество М определяется арифметической формулой %. 
Тогда формула “IP будет определять дополнение М” = 
= N — М. Поэтому дополнения к рекурсивно перечисли- 
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мым множествам являются также арифметическими множе- 
ствами. Можно, легко построить и более сложные арифмети- 
ческие множества, не являющиеся ни рекурсивно перечис- 
лимыми, ни дополнениями к последним. 

Теорема 2 (А. Тарский). Совокупность номеров 
всех истинных (замкнутых) арифметических формул не 
является арифметической. 

Для доказательства мы используем обычный метод 
универсальных функций. А именно, предполагая теорему 
ложной, будем стремиться построить арифметическую` фор- 
мулу $ (x, и) с двумя свободными предметными перемен- 
ными xX, у, обладающую следующим свойством универсаль- 
ности: если а — номер некоторой арифметической форму- 
лы QO (y), имеющей лишь одну свободную предметную 
переменную у, то для всех значений у 


P (а, у) <> A (y). (1) 


Допустим, что такую формулу % нам удалось найти. 
Пусть а — номер формулы ~] % (y, и). Из (1) получаем, что 


$ (а, у) <= ПЗ (у, y) 


для произвольного значения у. Bepa для y значение а, 
получаем противоречивое соотношение 


$ (а, а) <> TI $ (а, а), 


которое и доказывает теорему. 

Итак, пусть теорема ложна и, следовательно, суще- 
ствует арифметическая формула 3 (у) с единственной CBO- 
бодной переменной у такая, что для каждого натурального 


п (п) = И*) тогда и только тогда, когда и есть номер 
слова, являющегося истинной замкнутой арифметической 
формулой. | 

Для каждого натурального п через an (Г) обозначим 
слово, получающееся следующим образом: если п есть 
номер слова n, являющегося арифметической формулой, 
содержащей единственную свободную предметную nepe- 
менную у, то полагаем 


— 


т (1) = 56 (4%; у, $); 


*) ‘п обозначает терм 1-...-Е1, 
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если же п есть номер слова ân, не удовлетворяющего указан- 
ным требованиям, то полагаем @n (i) = ân. 

Номер слова а, (i) обозначим через f(n, i). Таким 
образом, если а, есть формула с единственной свободной 
предметной переменной у, то для любого натурального i 


(А (п, i) =H < a(i) =H. (2) 


На основе результатов п. 11.2 легко показать, что 
функция f(n, i) рекурсивна. Поэтому существует арифме- 
тическая формула $ (x, Y, и) с тремя свободными пред- 
метными переменными X, Y, и, представляющая отношение 
и = f (x, y). Положим 


P(x, и) Ž (Зи) (5 (x, у, и) &3 (и) 


и покажем, что формула $ (x, у) удовлетворяет требова- 
нию (1). В самом деле, пусть n — номер формулы Ù (и). 
Тогда для любого натурального i формула ® (i) совпадает 
с формулой ðn (i) и потому в силу (2) 


BF (n i) <> A (Ñ. [(3) 

Пусть Q (Ď= H. Тогда % (a) = H, где положено 

a= Ги. T последнего равенства заключаем, что 
и, i, a) = H, $6, i, a) & (а) = H и потому 


$ (п, 1) = (3u) (5 (n, 5 u) & 8 (u))= H. (4) 


Обратно, пусть для фиксированных M, Í соотношение (4) 
истинно. Это означает, что существует такое натуральное 
число а, для которого 


у (п, i, а)&3 (а) =H 
Из Y (п, Ё а) = И следует, что а =] (п, i) и, значит, 
BẸ (n, i) =3@)=И 


Из (3) получаем, что © (Ò = H. Итак, эквивалентность (1) 
доказана, а вместе с нею доказана и теорема 2, 

13.4. Формулы 2-й ступени. В рассмотренных 
выше предикатных формулах все предикатные и функцио- 
нальные символы были свободными. Если правила} образо- 
вания формул а), 6), в) из п. 13.2 дополнить еще правилом 
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г) если Х — предикатный или функциональный символ, 
свободный в формуле A, то формулами будут и слова 


(УХ), (aX), 


то получающийся более широкий класс формул называется 
классом формул 2-й ступени. «Значение» формулы 2-й сту- 
пени при заданных значениях свободных предикатных, 
функциональных и предметных символов определяется так 
же, как и для формул 1-й ступени. 

Формулы 2-й ступени, не содержащие ни функциональ- 
ных, ни предикатных, ни предметных свободных символов, 
называются абсолютно замкнутыми. На любом непустом 
множестве М абсолютно замкнутая формула либо истинна, 
либо ложна, причем значение этой формулы на М зависит 
лишь от числа элементов (мощности) М. Формула 2-й сту- 
пени (не обязательно абсолютно замкнутая) называется 
тождественно истинной, если она истинна на любом непу- 
стом множестве М при любых значениях на М всех ее сво- 
бодных символов. 

Теорема 1. Множество всех тождественно истин- 
ных формул второй ступени не рекурсивно перечислимо. 

Пусть ° — одноместный, +, X — двуместные функ- 
циональные символы, Р — одноместный предикатный сим- 
вол, 0, 1, x, у — предметные символы. Рассмотрим следую- 
щую систему формул: 

(Ух) (х’ == 0&0'’ =1), 


(Ух) (Vy) (x =y —x =y), 

(VP) (P (0) & (Yx) (P(x) — P (х'’)) — (Yy) P (y)), 
(Yx) («+0 =х), 

(Ух) (У у) (ху = (ху), 

(Ух) (хх0=0), 


(Ух) (Уу) (хх y'=(x x y)+ x). 


Смысл этих формул очевиден. Например, формула 3) 
является принципом полной индукции для натурального 
ряда. Обозначим через © конъюнкцию формул 1) — 7). 
Формула © содержит свободные символы ", +, X, 0, 
Известно, что если на некотором множестве М значения 
этих символов заданы так, что формула © истинна, то 
модель (М; -|-, X, 0, 1) изоморфна обычной арифметике 


м =" 
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(N; +, X, 0, 1), рассмотренной в п. 13.3. Поэтому для 
каждой замкнутой арифметической (в смысле п. 13.3) 
формулы # формула 2-й ступени 


©—>+ 


тождественно истинна тогда и только тогда, когда # истин- 
на в арифметике (N; +, X, 0, 1). 

Ясно, что совокупность всех замкнутых арифметических 
формул # (истинных и ложных) рекурсивна. Поэтому 
рекурсивна и совокупность 3% всех формул вида © —> {- 
Если бы совокупность © всех тождественно истинных фор. 
мул 2-й ступени была рекурсивно перечислимой, то nepe- 
сечение W [] & было бы также рекурсивно перечислимой 
совокупностью и ее формулы можно было бы выписать 
в рекурсивную последовательность 


S => fp ©->№,..., би. ... 


Но тогда рекурсивная последовательность Xo, #1, ... 
состояла бы из всех замкнутых арифметических истинных - 
формул и, следовательно, совокупность всех последних 
формул была бы рекурсивно перечислимой, вопреки основ- 
ному результату п. 13.3. 

Теорема | данного п. 13.4 и теорема | из п. 13.2 выяв- 
ляют глубокое различие между языками 1-й и 2-й ступени. 
Хотя множество законов, формулируемых на языке 1-й сту- 
пени, нерекурсивно, все же существует алгоритм, позволяю- 
щий постепенно строить все эти законы. Что касается 
логических законов, формулируемых на языке 2-й ступени, 
то совокупность их не только не рекурсивна, но и не пере- 
числима. 


Дополнения и примеры 


1. Пусть © — ассоциативное исчисление с порождающи- 
ми элементами C4, . . ., Cg и определяющими соотношениями аз, = Ва 
(œ = 1,..., 0. Для произвольного слова в алфавите C4, .. ., С. 
через #* обозначим слово в алфавите а, b, получающееся из $ заме- 
ной с; = аа (1=1,..., $). Обозначим через ©* ассоциа- 
тивное исчисление с порождающими элементами а, b и определяю- 


щими соотношениями ад == bă (œ = 1, ..., D. Показать, что 


для произвольных слов a, b в алфавите C4, ..., C Q = D в исчис- 
лении © тогда и только тогда, когда а* = В* в исчнелении 0©*, 
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В частности, если в È проблема равенства неразрешима, то она 
неразрешима в исчислении 6* (Холл [111)). 

2. Говорят, что в ассоциативном исчислении © разрешима 
проблема делимости слева, сели существует алгоритм, позволяющий 
для любых двух слов а, bD из © сказать, существует ли решение y 
уравнения ag = b в ©. Аналогично говорят, что в © разрешима 
проблема делимости слева заданного элемента с, если существует 
алгоритм, позволяющий для любого слова а из © сказать, суще- 
ствует или нет решение х уравнения ag = с в ©. Показать, что 
в ассоциативном исчислении А ($), построенном в п. 13.1 в процессе 
доказательства теоремы 3, проблема делимости слева элемента 
qov не разрешима (ср. С. И. Адян [1]. 

3. В предыдущем примере в ассоциативном исчислении А ($) 
рассматривались только непустые слова. Допуская в число слов 
и пустое слово, получаем ассоциативное исчисление с пустым сло- 
вом. Так как [Л] [а] = [Ла] = [а] и [а] [Л] = [а], то пустое 
слово Л является представителем класса [Л], который служит 
единицей полугруппы, определяемой этим исчислением. Если среди 
определяющих соотношений исчисления находится соотношение 
вида а = Л, то правым элементарным преобразованием, отвечаю- 
щим этому соотношению, называется преобразование, переводящее 
заданное слово {Y в одно из слов а{9, yay, rha. Левым элементар- 
ным преобразованием, отвечающим указанному соотношению, 
называется преобразование а —> Л, переводящее слова вида а{%, 
ray, гда в слово 19 (т, Y могут быть и пустыми словами) .\ 

Говорят, что в ассоциативном исчислении с пустым словом 
разрешима проблема нахождения правого обратного элемента, 
если совокупность тех слов ‘а, для которых уравнение ab = Л 
имеет решение в данном исчислении, является рекурсивной. Легко 
строится ассоциативное исчисление с пустым словом и неразреши- 
мой проблемой нахождения правого обратного элемента. Для этого 
берем ассоциативное исчисление А (©), построенное в процессе 
доказательства теоремы 3 из п. 13.1. К алфавиту этого исчисления 
добавляем новую букву и, к определяющим соотношениям добав- 
ляем соотношение иди = Л и новое исчисление с пустым словом 
обозначаем через В (£). По аналогии с теоремой 2 из п. 13.1 noka- 
зать, что в исчислении В (3) uaqubu = Л тогда и только тогда, 
когда ад,бо = 909 в исчислении А (F). Отсюда путем сравнения 
с предыдущей задачей видим, что в В (3%) не разрешима проблема 
нахождения правого обратного элемента. 

4. Пусть $ — машина Тьюринга, правильно вычисляющая 
функцию Е (x), упомянутую в доказательстве теоремы 3 из п. 13.1. 
Обозначим через 3 ассоциативное исчисление с порождающими 
элементами 0, 1, os qi, ..., Qn и соотношениями (5), (6), (7) 
из п. 13.1 (по сравнению с А(3) нет порождающего элемента о 
и соотношения (8)). Показать, что в B проблема равенства разре- 
шима, но неразрешима следующая проблема: по данным словама, b 
узнать, существует ли натуральное число x такое, что a0% == Б0х- 

5. Пусть f (x) — рекурсивная числовая функция и @ — груп- 
повое исчисление с порождающими элементами а, A`}, b, b71, с, cot}, 
d, 4 и (рекурсивно перечислимой) бесконечной совокупностью 
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определяющих соотношений 
aa™i = 60-1 = сс 1 = 44-1 = Л, 
bfa (b710 = ас (4-1 (x=0, 1,2, ...). 


Если совокупность значений функции f не рекурсивна, то про- 
блема равенства слов в °@ неразрешима (Рабин [79], Xar- 
ман [110]. | 

6. Пусть A — групповое исчисление с порождающими эле- 
ментами Q4, а11,...,а., а! и некоторым бесконечным рекурсивно 
перечислимым множеством определяющих соотношений. Тогда 
существует групповое исчисление V с порождающими элементами 
сц, aJt, ..., Qg, Q5} и некоторыми дополнительными порождающи- 


ми элементами bı, 611, ..., bt, bit, имеющее конечное число 
определяющих соотношений и такое, что эквивалентность произволь- 
ных двух слов в алфавите а4, а1!, ..., Qg, az! в группе XA равно- 
сильна эквивалентности этих слов в группе % (то есть A является 
подгруппой в группе 3). Bepa в качестве 9 группу, построенную 
в предыдущей задаче, и конструируя для нее группу $, получим 
групповое исчисление с конечным числом определяющих соотно- 
шений и неразрешимой проблемой равенства (Х игман [110]. 

7. Пусть A — свободная полугруппа с свободными порождаю- 
щими элементами а, b, XY? — декартов квадрат A, то есть полу- 
группа пар (а, b) (а, b € X), перемножаемых по закону 


(а, 6) (с, 9) = (ас, bòd). 


Диагональная подполугруппа — это совокупность пар вида 
(а, а). Общая комбинаторная проблема Поста: существует ли алго- 
ритм, позволяющий для любой конечной системы пар (а4, b4), 
(as, bo), ..., (а, D) решить, пусто или нет пересечение диаго- 
нальной подполугруппы и подполугруппы, порожденной заданной 
системой пар. 

Ограниченная комбинаторная проблема Поста: для фиксиро- 
ванного натурального числа $ >> 0 указать алгоритм, позволяющий 
для любой системы, состоящей из $ пар (a, b4), (а, Do), ... 
..., (а. В.) решить, пусто или нет пересечение диагональной 
подполугруппы и подполугруппы, порожденной упомянутыми 
$ парами. 

Показать, что ограниченная проблема Поста (для больших 5) 
решается отрицательно (Пост [72], Марков [55]). 

8. В полугруппе всех целочисленных матриц 4-го порядка 
существует конечное число матриц таких, что порождаемая ими 
подполугруппа нерекурсивна (А. А. Марков [56]). 

9. Прямое произведение двух свободных групп с двумя порож- 
дающими элементами содержит нерекурсивную подгруппу с конеч- 
ным числом порождающих элементов. Отсюда следует, что группа 
целочисленных матриц 4-го порядка с определителем | содержит 
нерекурсивную подгруппу, имеющую конечное число порождающих 
элементов (К. А. Михайлова [61]). | 

10. В п. 13.2 доказано, что элементарная теория класса всех 
полугрупп нерекурсивна. В книге Тарского, Мостов- 
ского и Робинсона [97] ив 0бзоре Тайманова, 
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Тайцлина, Ершова и Лаврова [34] подробно иссле- 
дованы элементарные теории многих важных классов моделей 
и алгебр. Некоторые из относящихся сюда результатов указаны 
в этой и следующих задачах. 

Показать, что элементарная теория полугруппы (N; +) 
рекурсивна (Пресбургер, см. [34]). 

11. Совокупность всех истинных абсолютно замкнутых фор- 
мул 2-й ступени, не содержащих функциональных символов и содер- 
жащих из предикатных символов лишь знак равенства и одномест- 
ные предикатные символы, является рекурсивной. 

12. Элементарные теории кольца всех действительных чисел 
(С; F, X ) и кольца всех комплексных чисел рекурсивны (А. T ap- 
ский [98]). 

13. Элементарная теория кольца всех целых чисел нерекур- 
сивна. 

14. Элементарная теория поля всех рациональных чисел 
нерекурсивна (Ю. Робинсон). 

15. Элементарные теории всех метабелевых групп и всех 
а метабелевых трупи неразрешимы (А. И. Мальцев 

01) 

16. Элементарные теории всех конечных симметрических групп 
и всех конечных простых групп неразрешимы (IO. Л. E p шов [35]). 

17. Говорят, что предикат P (x4, ..., Xn), определенный 
на множестве натуральных чисел N, принадлежит классу P, иерар- 
хии Клини, если его можно представить в виде 


P (x) <> №9392 +- WYs—13Ys (F (£, Yi» +*+, Ys) =0) (s четно) 


или соответственно в виде 


P (g) <> 391592 ee \М9:—139: (Е (5, 9, . 3 93) =0) ($ нечетно), 


где F (£, Y9, ..., Ys) — подходящая общерекурсивная функция. 
Предикат P называется принадлежащим классу Qs, если ~P npu- 
надлежит классу Р.. Наконец, говорят, что предикат P принадлежит 
классу Rs, если P принадлежит одновременно классу P и классу ©.. 
Отсюда следует, что класс Р. совпадает с классом всех рекурсивно 
перечислимых предикатов, а класс R4 — с классом рекурсивных 
предикатов. Далее, 


P, 3 Peti Ps 5+1, Qs E Р;+1, Q; Ga 5+1. 


При помощи нумерационных функций C”, Cni легко доказы- 
вается, что каждый предикат P (g) класса P представим в форме 


P (£) < УУ,ЗУ> ... МУ. —1 ЗУ. (F (& Y1, ..., Ys)=0) 


(Р — общерекурсивная функция) для четных $ и в аналогичной 


форме для нечетных $. 

18. Объединение классов P4, P2, ... совпадает с классом 
всех арифметических предикатов. 

19. Наряду с иерархией Клини иногда рассматривают и арифме- 
тическую иерархию. А именно, говорят, что формула вида 


(9191) ... (0:93) A (Е, Yis <e. Ys), 
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где символы Q; означают кванторы VY, 3, @;== 0:44, Yi = Wis ... 
..., Ут:)› A — арифметическая формула, не содержащая кван- 
торов и, следовательно, построенная из предметных символов 
0, 1, жм,..., Хх», Yije функциональных символов и X и логиче- 
ских символов =, &, V, |, имеет тип (0 ...0.. Например, 


формула 
У х\ узи (5 у=0\У (x+y) (и-[о)==0) 


имеет тип \У3\. Определенный на натуральном ряде предикат P (y) 


называется предикатом типа Qy ... Qs, если существует такая 
арифметическая формула A (x) данного типа, что P (£) <> M (x), 
где % не содержит свободных предметных переменных, отличных 
от х1,..., №. Каждый арифметический предикат типа (\3) 


принадлежит классу Ро. иерархии Клини и, аналогично, арифмети- 
ческие предикаты типов 3 (\3)®, (V3) V. (3\)° принадлежат 
соответственно классам Р5;41, @52544, @з. 

20. В п. 16.2 показано, что каждый рекурсивный предикат 
имеет одновременно типы Y3 и 3%. Поэтому предикат класса Ро, 


заведомо имеет тип (Värv. 

21. Множество натуральных чисел М имеет данный класс 
в иерархии Клини, если этот класс имеет соответствующий одно- 
местный предикат. Аналогично определяется и арифметический 
тип множества. Показать, что множество номеров замкнутых 
истинных арифметических формул типа (V3) имеет класс Pos, 


типа (3\)° имеет класс @5; и т. д. Обратно, каждое множество 
23 


класса Pos имезт тип (Y3) W ит. д. 

22. Легко видеть, что если бы для некоторого. S все множества 
класса P, принадлежали классу Q, или все множества класса ©, 
принадлежали классу Pg, то все высшие классы Р.;44, Рз-о, ... 
совпадали бы и, следовательно (см. предыдущую задачу), совокуп- 
ность номеров всех истинных арифметических формул была бы ариф- 
метической. Таким образом, для каждого $ Р. s= О., Q; СЕР (тео- 
рема иерархии Клини) (см., например, Девис [23], стр. 156). 

23. Пересечение и объединение конечного числа множеств, 
принадлежащих одному из классов Ps, Qs, Rs, принадлежит тому 
же классу. Класс множества не меняется при взаимно однозначных 
отображениях натурального ряда на себя. Если Му — множество 
четных чисел, имеющее класс P и не принадлежащее классу Qs, 
а М, — множество нечетных чисел, имеющее класс Q, и не при- 
надлежащее классу Ps, то Мо] М, принадлежит классу Rs+ 
и не принадлежит классам Ps, Q. 

24. Если P (x4, ..., Xm) — предикат одного из классов Кли- 
ни и 1] (4, ..., Xn) — общерекурсивная функция, то предикат 
РЕ, ...,. 2). Am) принадлежит тому же... классу, 
что и P. | 

25. Классом частичной функции называется класс ее графика. 
Класс предиката содержится в классе его характеристической 
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функции. Если предикат класса P, или класса @., то характери- 
стическая функция этого предиката лежит в классе Ю.1. 
26. Доказать формулы 


(3х < z) МУР (x, у, и) < Vy (3x <2)Р (x, Г (у, x), и), 
(Ух < г) ЗУР (x, у, и) < Jy (Ух < z) P (x, Г (95x), и), 


где P — произвольный предикат, Г (x, у) — функция Геделя. 

27. Суперпозиция всюду определенных функций класса Reş 
принадлежит тому же классу Re. 

28. Если функция f (x, у, г) принадлежит классу Rs и функ- 
ция g (x, у) = uz (f(x, у, z) = 0) всюду определена, то функция g 
принадлежит также классу R, (см. формулы, указанные в задаче 26). 
Из этого результата и результата, указанного в предыдущей задаче, 
вытекает следующая теорема Поста о кванторном представлении: 
если всюду определенные функции f4, ..., fm принадлежат клас- 
су Rs, то каждая всюду определенная функция, рекурсивная OTHO- 
сительно f4, . .., fs, принадлежит тому же классу Rs (С. Клини 
[43| etp. 968: 

29. Характеристическая функция любого предиката класса R+ 
рекурсивна относительно характеристических функций подходящих 
предикатов, имеющих классы P, и соответственно Qg. 

30. Пусть A — замкнутая формула исчисления предикатов 
1-й ступени, истинная на некоторой модели с бесконечным числом 
элементов и содержащая, помимо логических знаков (включая 
знак равенства), еще лишь предикатные символы Å4, ..., Ам. 
Тогда на натуральном ряде N существуют такие предикаты А*,... 
..., Ай класса Ro, что формула % истинна на модели (N; 4°,... 
..., 4%) (С, Клини 13|, стр. 349), 

31. Существуют удовлетворяющие условиям предыдущей задачи 
формулы A, которые ложны на любой модели (N; A}, ..., Ah), 
предикаты которой 4%,..., A}, принадлежат классу Pi U Qi 
(А. Мостовский [62]). 


ГЛАВА VI 


ВАРИАНТЫ МАШИН И АЛГОРИТМОВ 
ТЬЮРИНГА — ПОСТА 


В этой главе будет изучено несколько классов 
алгоритмов, отличных от класса алгоритмов, выполняе- 
мых машинами Тьюринга, но’довольно близких к послед- 
нему. В $ 14 рассматриваются нормальные алгоритмы, 
операторные алгоритмы и так называемые продукции Поста, 
ав $ 15 — многоленточные машины Тьюринга, двухленточ- 
ные машины с неизменяющимися состояниями ячеек (маши- 
ны Минского) и продукции Поста специального вида, 
известные под именем ТАГ-систем. Указанные классы 
алгоритмов наиболее часто встречаются в теоретических 
приложениях, если не считать алгоритмов, осуществляемых 
конечными автоматами, которые в данной книге не рас- 


сматриваются и составляют предмет особой дисциплины — 
теории конечных автоматов. 


$ 14. НОРМАЛЬНЫЕ И ОПЕРАТОРНЫЕ АЛГОРИТМЫ 


Каждое мгновенное состояние машины Тьюринга 
естественно описывается либо машинным словом, либо на- 
туральным числом — номером машинного слова. В силу 
этих описаний переходу машины Тьюринга из одного 
состояния в другое отвечает либо определенное преобразова- 
ние машинного слова, либо соответствующая операция над 
числом. Анализ преобразований слов непосредственно при- 
водит к понятию алгоритма, заданного программой подста- 
новок, описанному выше в п. 12.1, и к понятию нормаль- 
ного алгоритма, введенному А. А. Марковым [55]. 
Анализ операций над номерами машинных слов непосред- 
20 А.И. Мальцев 
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ственно приводит к понятию операторного алгоритма 
Ван Хао [11]. Изложению всех этих понятий мы пред- 
пошлем несколько замечаний о еще более общем понятии 
формальной системы или формального исчисления, играю- 
щем важную роль в логике и других дисциплинах. 

14.1. Формальные системы. Продукции Поста. 
Формальная система задается своим алфавитом С = 
= {С1, C2, ..., Ср} и конечной совокупностью «правил 
вывода» Pi, P2, ..., Ps. При этом правилом вывода P 
(п-местным) в алфавите С называется просто произвольная 
рекурсивная совокупность п-ок (£i, ..., №) слов в алфа- 
вите С. Совокупность Р обычно задают каким-нибудь 
«простым» правилом, позволяющим узнать, обладает про- 
‘извольно взятая п-ка слов заданным признаком P или нет. 

Слово #: называется непосредственным следствием из 
некоторой совокупности слов XA, символически A |= p, 
если возможно указать такое правило вывода Р; и такие 
слова 4, ..., @m B совокупности УЗ, что последователь- 
НОСТЬ (41, ..., @т, #) принадлежит Pi. 

Слово # называется следствием из совокупности слов Y, 
символически \||- #, если можно указать такую конечную 
последовательность слов #1, ..., #ь что 


A [= tis A, ta} = №, вы. 9 A, PiE keL te} — x. 


Дополнительно полагают, что каждое слово есть непо- 
средственное следствие самого себя. Таким образом, если 
ХЕХ, то ЗЕЕ. 

Вместо «t есть следствие из совокупности A» говорят 
также, что # выводимо из A (в данной формальной системе). 

Из определения формальной выводимости непосредствен- 
но вытекают следующие ее свойства: 

а) Если Чери AzS, то ЗЕ. 

6) Если нЕ и {A, tp} y, то ХНУ. 

в) Если слово # выводимо из некоторой бесконечной сово- 
купности У слов, то ¢ выводимо из некоторой конечной под- 
совокупности совокупности Ч. 

Примерами формальных систем могут служить ассоциа- 
тивные исчисления, рассмотренные в п. 13.1. Пусть © — 
ассоциативное исчисление с алфавитом С и определяющими 
соотношениями 4; = b; (i = 1, 2, ..., D. Каждому coor- 
ношению а; = b; ставим в соответствие два бинарных Npa- 
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вила вывода: P; и Pi, полагая P; ($, Y) истинным, если 
слово у) может быть получено из $ подстановкой в # слова В; 
вместо какого-нибудь вхождения а:, и определяя аналогично 
P; (+, 5). Ясно, что в формальной системе $8 с алфавитом С 
и правилами вывода Po Pi (=1,2,...,0 ЕНУ 
тогда и только тогда, когда # == в заданном ассоциатив- 
ном исчислении. 

Пусть A — некоторая совокупность слов формальной 
системы 8. Формальным доказательством: на основе Ñ| назы- 
вается каждая конечная цепочка (¥o, №, ..., №) СЛОВ 
из Ş, обладающая следующим свойством: 

для каждого i; 0<1<Ь"или Ш EA или {о, №1, ... 

e...) Hi) = ti. 

Последнее слово #; формального доказательства назы- 
вается его утверждением, а все формальное доказательство 
(fo, £i, ..., #) называется формальным выводом #+ из 
го на основе A. 

Теорема 1. Пусть 8 — какая-нибудь формальная 
система и Ù — некоторое рекурсивно перечислимое множе- 
ство слов в $. Тогда совокупность всех формальных доказа- 
тельств в % на основе Ч также рекурсивно перечислима. 


Номером произвольной п-ки слов (м, ..., №) назо- 
вем канторовский номер числовой последовательности 
(с (#1), ..., с (£n), n— 1), где с (#;) — алфавитный номер 


слова #;. Пусть a (т) — последовательность слов, имеющая 
номер т. По условию, существует примитивно рекурсив- 
ная функция ф (x) такая, что ф (0), ф (1), ... суть алфавит- 
ные номера всех слов, из A. Для‘каждой конечной последо- 
вательности слов (+, #1, ..., &) мы можем решить 
вопрос о том, является ли она доказательством на основе 
совокупности Ay слов с номерами ф (0), ф (1),..., ф (и). 
Теперь строим последовательность доказательств @ (uoo), 
a (uio), ... Посредством следующего процесса. 

а) Полагаем Uoo равным номеру доказательства (4, &), 
где 4 — слово с номером ф (0). 

6) Пусть доказательства 


a (Uoo), © (Ио), ---› Q (Ира), -- -> @ (Иго), -.-, A (Utp) (1) 
построены. Из последовательности цепочек слов а (0), 
a (1),..., а ((-- 1) выбираем те, которые являются 


2% 
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доказательствами на основе совокупности слов с номера- 
ми ф (0), ф (1), ..., ф(Е- 1). Пусть это будут дока- 
зательства Q (и; 441 о),..., Q (Ut+1 pip) Их мы и присое- 
диняем к доказательствам (1). 

Ясно, что так построенная последовательность дока- 
зательств содержит все доказательства на основе A. Члены 
этой последовательности строятся на основе ясного алго- 
ритма и потому совокупность всех ее членов рекурсивно 
перечислима. 

Следствие. В любой формальной системе Ñ сово- 
купность слов, выводимых из произвольного рекурсивно nepe- 
числимого множества слов A, является рекурсивно nepe- 
числимой. 

Действительно, согласно теореме | совокупность всех 
доказательств на основе AÙ рекурсивно перечислима. 
Но тогда рекурсивно перечислимыми являются совокуп- 
ность всех доказательств, начальные слова которых нахо- 
дятся в ХТ, и нужная нам совокупность всех последних слов 
доказательств, начинающихся словом из Y. 

Выше указывалось, что ассоциативные исчисления мож- 
но рассматривать как формальные системы определенного 
специального вида. Сейчас мы опишем формальные системы 
еще двух специальных видов: системы подстановок, назы- 
ваемые иногда полусистемами Туэ или системами полу-Туэ, 
и системы продукций. 

Система подстановок (= подстановочная система). за- 


дается некоторым алфавитом С = {с1, C2, ..., ср} и базис- 
ными подстановками 
a; — b; (Е, р (2) 


где а;, b; — некоторые (возможно и пустые) слова в алфа- 
вите С. Каждую подстановку 4; —> В; из (2) мы будем 
понимать как правила вывода Р;, считая, что Р; ($, 5) 
истинно, если слово у получается из слова # посредством 
подстановки B # слова b; вместо какого-нибудь вхождения 
слова а4;. | 
Отсюда непосредственно видно, что ассоциативное исчис- 
ление с алфавитом С и определяющими соотношениями 


a; = В; Е. 


можно рассматривать как систему подстановок с базисными 
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подстановками 
A —> b;, b; — fi. 


Таким образом, система подстановок (2) содержит как бы 
лишь «половину» подстановок, содержащихся в ассоциатив- 
ном исчислении с соответствующими определяющими соот- 
ношениями. 

Ассоциативные исчисления иногда называются систе- 
мами Туэ в честь норвежского математика Акселя Тууэ, 
в работах которого, по-видимому, впервые была отчетливо 
сформулирована проблема равенства слов в ассоциативных 
исчислениях. Это и дало повод системы подстановок назы- 
вать полусистемами Туэ или даже «системами полу-Туэ». 

Пусть © — система подстановок с алфавитом С и базис- 
ными подстановками (2). Слово а в алфавите С называется 
заключительным в системе ©, если ни одно из левых слов 
а, ..., @ Подстановок (2) не входит в а. Говорят, что 
система (2). перерабатывает слово # в слово Y, если ¥ | 9 
и слово у`заключительное. Может случиться, что для 
каждого слова # из некоторого рекурсивного множества We 
существует не более одного заключительного слова у, 
удовлетворяющего соотношению ¥ | у. Тогда, ставя сло- 
ву ť в соответствие слово у, получим частичную функцию 
на №, которая называется функцией, вычисляемой CHCTE- 
мой ©. Поскольку множество пар слов (+, 9), удовлетво- 
ряющих соотношению #95, рекурсивно перечислимо, 
а множество всех заключительных слов рекурсивно, то упо- 
мянутая функция заведомо частично рекурсивна. Програм- 
ма подстановок, отвечающая машине Тьюринга, показы- 
вает, что при надлежащем кодировании чисел при помощи 
систем подстановок можно вычислить любую частично 
рекурсивную функцию. 

Система продукций Поста задается своим алфавитом 
С = {с1,..., Cp} и системой базисных продукций 


вы ЕВ (3) 


где &;, b; — какие-то слова в алфавите С. Пусть некоторое 
слово $ начинается словом 4;. Произвести над # продукцию. 
а; W — Wb; — это значит вычеркнуть из # начальный отре- 
30K 4; И затем к оставшемуся слову приписать справа 
слово b;. Например, произведя над словом аба продукцию 
abW — We, получим слово ас. 
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Каждая система продукций (3) обычно понимается как 
формальная система с правилами вывода Р; (i =1,..., D, 
где P; (+, 9) считается истинным, если слово у получается 
из $ при помощи продукции «Я — \Ь.. 

Следующая простая теорема показывает, что любую 
систему подстановок можно «вложить» в систему продукций. 

Теорема 2. Пусть задана система подстановок © 
с базисными подстановками (2) и алфавитом С = {с1,... 
..., Ср}. Рассмотрим новый алфавит D =A ..., Cp 
C, ..., Ср}. Пусть 8’ обозначает слово, получающееся 
из слова a в С заменой всех его букв соответствующими 
штрихованными буквами (например, (слс>)’ = с:с.). Обозна- 
чим через P систему продукций с алфавитом D и базисными 
продукциями 169 

а — Whi (ЕЕ) 


c;W — Wc, Ei (4) 
cW — Wc; д АН 


Для любых двух слов t, ġy в алфавите С отношение t H y 
истинно в системе подстановок © тогда и только тогда, 
когда оно истинно в системе продукций Ç. 

В самом деле, непосредственно ясно, что если слово у 
в С получается из слова # подстановкой 4; —> b;, то 9 можно 
получить из # совокупностью продукций вида (4). Поэтому 
из tr} yY в © следует # y B $. 

Обратно, пусть для некоторых слов #, 9 в алфавите С 
имеем #H у в $. Тогда найдется конечная цепочка слов 
ti #2, ...,# B алфавите D такая, что в цепочке 


£= Lo, #4, -..) Pts ба = 


каждое слово #;+., получается из предыдущего слова ¥; 
посредством какой-то из продукций (4). Индукцией по i Jer- 
ко убеждаемся сначала, что каждое слово $; имеет вид 
ti = Yii или i= $i где Yi $i — слова в алфавите С. 
Полагаем (5;’)*== (5';)* =39. Просматривая продукции (4), 
сразу же видим, что для_каждого i либо (#;)* = (#;+1)*, 
либо (г;-1)* получается из (5;)* одной из подстановок (2), 
что и требовалось. 

Следствие. Существует такая система продук- 
ций P, в которой совокупность всех слов, выводимых из под- 
ходящего фиксированного слова а“, является нерекурсивной. 
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В самом деле, пусть А ($) — ассоциативное исчисление 
с алфавитом {0, 1, 9%, 91,..., 9, 9} = С, в котором 
неразрешима проблема равенства слову Qov. Такое исчисле- 
ние было построено в п. 13.1. Обозначим через $ систему 
продукций с алфавитом D = {0, 1, qo ..., д», V, OLI’, 
Qo >- -s Qn, V}, получаемую из ассоциативного исчисле- 
ния процессом, описанным в теореме 2. Тогда совокупность 
тех слов в алфавите С, которые выводимы продукциями 
из слова (oU, будет совпадать с совокупностью всех слов, 
эквивалентных слову доу в исчислении А ($). Так как 
последняя совокупность нерекурсивна, то нерекурсивна 
и совокупность всех слов в алфавите D, выводимых Mpo- 
дукциями H3 oV. 
14.2. Нормальные алгоритмы. Фиксируем какой- 
нибудь алфавит А и пусть символы — и * не входят в А. 
Следуя А. А. Маркову, формулы вида 


а—5, a—-b, (1) 


где а, b — какие-нибудь слова (возможно и пустые) в алфа- 
вите А, будем называть соответственно простыми и заклю- 
чительными формулами подстановок. Слово а будет назы- 
ваться левым, а слово b — правым словом формулы. 

Произвольная конечная последовательность формул под- 
становок называется схемой. Нормальным алгоритмом 
с данной схемой Ч в алфавите А называется следующее 
предписание для переработки слов в алфавите А. 

Пусть задано произвольное слово # в алфавите А. 
Полагаем по определению го = # и говорим, что слово #о 
получается из слова # после нуля шагов переработки. 
Пусть для некоторого натурального п нам уже известно 
слово $», полученное из # после п шагов переработки. 
Тогда (п + 1)-й шаг переработки будет состоять в следую- 
щих действиях. В схеме A ищем первую формулу подста- 
новок (1), левая часть которой а есть подслово слова &в, 
и затем в г, вместо первого вхождения 4 подставляем 
правое слово b этой формулы. Возникшее в результате 
подстановки слово обозначается через #»+1. Если исполь- 
зованная для получения #„+: формула подстановок была 
простой, то говорим, что #»+4 есть слово, получающееся 
из 1, После п + 1 шагов переработки. Если же указанная 
формула подстановки была заключительной, то слово #1 + 
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называется результатом переработки слова # посредством 
алгоритма XA и обозначается символом ЧП ($). 

Может случиться, что в схеме $4 не окажется ни одной 
формулы подстановок, левое слово которой входит в каче- 
стве подслова в слово #». В этом случае мы полагаем {+1 = 
= ťn и также говорим, что #» +: есть результат переработки 
слова # посредством алгоритма A. В обоих последних слу- 
чаях говорят, что процесс переработки слова обрывается 
после (п + 1-го шага. Если процесс переработки слова # 
ни на каком шаге не обрывается, то говорят, что результат 
переработки слова х посредством алгоритма не определен. 
В этом последнем случае символу A (+) приписывается 
неопределенное значение. 

В формулах подстановок (1) слова а, b могут быть 
пустыми. В связи с этим возникает вопрос, что значит 
в данное слово # подставить b вместо первого вхождения 
B # пустого слова а = А? По определению полагают, что 
результатом указанной подстановки является слово b. 
Например, нормальный алгоритм X со схемой, состоящей 
лишь из одной формулы Л - ‘а, каждое слово # перера- 
батывает в слово ĝt. 

Выше определено понятие нормального алгоритма 
в алфавите А. Если алгоритм A задан в некотором расши- 
pennn алфавита А, то говорят, что З есть нормальный 
алгоритм над А. Одноместная частичная словарная функ- 
ция Р (#), заданная в алфавите А, называется нормально 
вычислимой, если существует нормальный алгоритм ЗФ над 
алфавитом А такой, что для каждого слова ¢ в алфавите А 
выполнено равенство F ($) = A (r). 

В частности, алгоритм со схемой Л — -Ù вычисляет 
функцию F (5) = ț, а алгоритм со схемой Л —> Л вычис- 
ляет нигде не определенную функцию. 

В качестве более содержательного примера рассмотрим 
словарную функцию в алфавите 0, 1, заданную формулой 
Е (£) = ga. Пусть A — нормальный алгоритм в более 
широком алфавите {0, 1, 2}, имеющий схему 


20 — 02, 21—12, 2-ъ>.а, Л->2. 
Возьмем какое-нибудь слово в алфавите 0, 1, например, 


слово 0110 = #. После первого шага мы получим слово 
20110. Каждый следующий шаг переработки будет сдвигать 
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символ 2 на одно место вправо и после 5-го шага мы будем 
иметь слово 01102, которое после использования заключи- 
тельной формулы даст слово 0110 a = ra. 

Таким образом, алгоритм над алфавитом {0, 1} с ука- 
занной схемой вычисляет функцию фа, заданную в al- 
фавите {0, 1}. 

Мы не будем рассматривать более сложные примеры, 
так как легко устанавливается следующая общая 

Теорема 1 (Детловс [33]. Класс нормально 
вычислимых частичных функций, заданных в произвольном 
алфавите А, совпадает с классом всех одноместных частично 
рекурсивных словарных функций в алфавите А. 

Для доказательства достаточно сравнить определение 
нормального алгоритма с определением алгоритма Тьюрин- 
га при помощи программы подстановок. В самом деле, 
пусть F ($) — произвольная частично рекурсивная словар- 
ная функция, заданная в алфавите А. Согласно п. 12.3 
существует машина Тьюринга %, имеющая внешний алфа- 
BHT Qo, А (dọ — новый, не входящий в А символ) и вычис- 
ляющая функцию Р ($). 

Пусть 90, qi, ..., Qn — внутренние состояния $ 
и $ — программа подстановок для $. Заменяя входящие 
в $ формулы вида qij —> Qoar формулами 4д:а, >: до», 
получим схему некоторого нормального алгоритма YA 
в алфавите {ао, А, qo, ..., Qn}. Сравнивая описания 
работы машины © и операций, предписываемых alJ- 
горитмом M, непосредственно видим, что для каждого 
слова # в алфавите А $ (r) = A (r). Таки образом, каждая 
частично рекурсивная словарная функция нормально 
вычислима. 

Обратно, пусть задан нормальный алгоритм со схемой % 
в алфавите А. Пусть символ до не входит в А. Заменяя 
точки в формулах 9 символом! qo, присоединяя в начале 
формулу до — до и в конце формулу Л —> qo, получим 
программу подстановок (в смысле п. 12.2). В п. 12.2 дока- 
зано, что частичная словарная функция Р/({), заданная 
в алфавите А и вычисляемая с помощью указанной про- 
граммы подстановок, является частично рекурсивной. Так 
как ясно, что функции Р, (#) и A (#) совпадают, то мы при- 
ходим к выводу, что каждая нормально вычислимая функ- 
ция частично рекурсивна, -x 
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14.3. Операторные алгоритмы. Операторный 
алгоритм задается последовательностью приказов, каж- 
дый из которых имеет определенный номер и содержит 
указания: какую операцию следует выполнить над задан- 
ным объектом и приказ с каким номером следует далее 
выполнять над результатом данной операции. В качестве 
объектов мы будем брать натуральные числа, а приказы 
будем рассматривать вида 


ojoh 


Ее 


(1) 


где i — номер приказа, W — символ фиксированной одно- 
местной частичной функции, а, В — номера некоторых 
приказов. Выполнить приказ (1) над числом х — значит 
найти число w (x) и далее перейти к выполнению над W (x) 
приказа с номером «. Если же w (x) не определено, то перей- 
ти к выполнению над числом х приказа с номером В. Напри- 
мер, выполнив над числом 24 приказ 


г: :6]7 [13| 


получим число 4 и указание выполнять далее над 4 приказ 
с номером 7. Выполнив же упомянутый приказ над чис- 
лом 23, получим снова число 23 и указание выполнять 
над 23 приказ с номером 13. 


Помимо приказов вида (1), будет нужен еще приказ 


i: стоп 


который означает, что вычисления следует остановить 
и что число, над которым следует выполнить приказ (2), 
есть результат вычислений. 

Результат выполнения приказа (1) над числом х мы будем 
изображать парой (z, y), где 2 — полученное число, Y — 
номер приказа, который должен выполняться далее над 2. 


Программой операторного алгоритма называется после- 
довательность приказов вида 


0: стоп 


(2) 


$ 1:1 %, 


01 


Ве 
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где w(x), ..., Ws (х) — заданные частичные функции, 
ол, В, ..., Œs, Ps — какие-то натуральные числа из после- 
довательности 0, |, ..., S. 


Пусть задано произвольное число х. Переработать х 
согласно указанной программе — это значит выполнить 
над х последовательность следующих действий: 

|-й шаг: находим w; (х). Если w(x) определено, 
то результатом первого шага будет пара чисел (w (x), ал). 
Если w, (x) не определено, то результатом первого шага 
будет пара (x, Ba). | 

2-й шаг: пусть пара (x1, Y) есть результат предыдущего 
шага. Выполняем над xı приказ с номером ‘у из програм- 
мы (3), то есть находим Wy (xı). Если wy (xı) определено, 
то результатом 2-го шага будет пара (wy (x1), %.). Если 
же Wy (xı) не определено, то результатом 2-го шага будет 
пара (хи, В.) ит. д. 

Если на п-м шаге получится пара вида (а, 0), то по опре- 
делению на этом процесс обрывается и число а называется 
результатом переработки первоначального числа х соглас- 
но программе (3). Если же пара вида (а, 0) ни на каком 
шаге не возникает, то результатом переработки х будет 
«неопределенное значение». 

В дальнейшем мы всегда будем приписывать номер 0 
приказу «стоп» и номер 1 начальному приказу. Остальные 
же приказы иногда будем нумеровать не только натураль- 
ными числами, но и парами чисел, и символами какого- 
нибудь алфавита. Важно лишь одно: если программа 
содержит приказ 


? 


Ё a | В 
то она должна содержать и приказы C номерами ©, В. 
Если в упомянутом приказе функция W всюду определен- 


ная, то символ В не оказывает влияния на течение вычис- 
лений и потому обычно не указывается. Тогда пишут и так: 


=) 
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Говорят, что операторный алгоритм А с программой (3) 
вычисляет частичную функцию f(x), если алгоритм А 
перерабатывает каждое натуральное число х в f (x). В част- 
ности, если f (x) не определено, то процесс переработки x 
согласно программе (3) должен быть бесконечным. 

Природа функций, вычислимых посредством оператор- 
ных алгоритмов, зависит, конечно, от того, какие функ- 
ции W; входят в записи приказов. Простейшим фактом 
в этом направлении является 

Теорема 1. Для того чтобы частичная функция f (x) 
была вычислима с помощью операторного алгоритма, про- 
грамма которого (3) содержит лишь частично рекурсивные 
функции в; (х) с рекурсивной областью определенности, 
необходимо и достаточно, чтобы `f (x) была частично 
рекурсивной. 

Необходимость условий очевидна, и мы ограничимся 
лишь доказательством достаточности их. Ясно, что алгоритм 


с программой 
s 1 3 2 | | 


CTON 
вычисляет нигде не определенную функцию f(x). 

Пусть частично ‘рекурсивная функция f(x) имеет непу- 
стой график. Тогда этот график можно представить в виде 
совокупности пар ( (1), В (A) (Е=0, 1, ...), где а, В — 
подходящие примитивно рекурсивные функции. Обозначим 
через о (x) выражение 2* и введем частичную функцию W (x), 
полагая 


0: 


Эх, если. ехух а (EX; х), 


w=] 


Функция w(x) частично рекурсивна с рекурсивной 
областью определенности. Легко убедиться, что оператор- 
ный алгоритм, имеющий программу: 


B: ра о [23 |; 


неопр., если ехох=а (ех,х). 


оное НЫЕ 


ex; |4 


вычисляет как раз функцию | (x). В самом деле, выполнив 
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над произвольным числом х приказ 1, получим пару (2%, 2). 
Если x а (0), то, выполнив над 2“ приказ 2, получим 
пару (2.31, 2). Если xœ (1), то, выполнив над 2“.31 
приказ 2, получим пару (2”-3°, 2) и т. д. Процесс npo- 
должается до тех пор, пока, наконец, получится пара 
(27:37, 2), для которой х =а (п). Так как и (27-37) не 
определено, то над числом 2“.3” теперь надо выполнить 
приказ 3, в результате которого получим пару (и, 4). 
Выполнив над n приказ 4, получим пару (В (п), 0). Так как 
х =а (п), то В (п) =1[(х) и, следовательно, алгоритм 
перерабатывает х в f(x), что и требовалось. 

Построенная выше программа для вычисления функ- 
ции f (x) оказалась довольно тривиальной вследствие того, 
что запас функций, допустимых в приказах, был очень 
большой. Естественно, чем уже запас, тем труднее строить 
нужные программы. Поэтому несомненный интерес пред- 
ставляет следующая теорема, машинную интерпретацию 
которой мы рассмотрим далее в п. 15.2. 

Теорема 2 (Минский [60]. Для каждой uac- 
тично рекурсивной функции f (x) существует операторный 
алгоритм, программа которого состоит из приказов вида 


feron |, [хе] а , ajae] (4) 
ESR 9r UDN 


для любого x перерабатывающий 2 в 0., | 

Иными словами, любая частично рекурсивная функ- 
ция f(x) вычислима при помощи подходящего алгоритма, _ 
программа которого состоит из приказов вида: (4), при 
условии, что значения аргумента и функции кодируются 


числами 2%, 2/®). Из доказательства теоремы будет видно, 
что в ее формулировке числа 3, 5 можно заменить любыми 
другими взаимно простыми нечетными числами. 

Прежде всего мы покажем, как для любой машины 
Тьюринга % с внешним алфавитом 0, 1 можно построить 
программу операторного алгоритма, выполняющего, грубо 
говоря, ту же работу, что и машина %. Мы можем предпо- 
лагать, ‘что в процессе работы машина % не надстраивает 
ленты слева. Пусть до, 91, ..., 9. — внутренние состояния 
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машины %. Мгновенное состояние всей машины % описы- 
вается машинным словом 
t= 5... ба. (bi; = OF E, (5) 
которое мы условимся кодировать парой чисел (2%-3?, i), где 
а=а-а.:2-... а. 2°, (6) 
= бо b1 2+... Hbr 2". 

В зависимости OT i H а, машина % перейдет из конфигу- 
рации # в конфигурацию #1. Пусть конфигурация ¥! коди- 
руется парой (20.3%, j). Число 2.3 зависит от чисел 
24.38 i, do, а число j зависит лишь от Í H ао. Поэтому noJa- 

. . 0 
гаем j = A (1, ад). 
Но число ау само есть функция от числа z = 24.3’: 
0, если ехуг четное, 
ба == 
o |, если ехог нечетное. 
Следовательно, си d будут зависеть от 2 = 29.38 и i, 


и мы можем ввести для каждого i = l, ..., A две частич- 
ные функции Wio, Wi, полагая по определению 
(2) 2.34 если ехог четное, 
шо (2) = 
9 неопр., если ехог нечетное, 


T7 
2.34, если ехог нечетное, (7) 


W; (2) = | 


Рассмотрим операторный алгоритм А с программой 


стоп 


неопр., если ехо 5 четное. 


E 


1: lwa й (1, 0) 1* 1*: ша: |@ (1, у ь (8) 
n: [wn h (п, 0) n” nre: [А (п, 1) | . 


Пара приказов 


i: firno h (i, 0) "| г Й (i, 1) 
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переводит указанную выше пару чисел (2°.3?, i), отвечаю- 
щих конфигурации х, в пару чисел (2°.3“4, j), отвечающих 
конфигурации tt. В частности, если машина % перерабаты- 
вает какую-нибудь начальную конфигурацию 


ИЕ (9) 
в заключительную конфигурацию 
а. ба и > ЧодоСоСл ..* Сэ. (10) 


то алгоритм А с программой (8) переработает число 2°.3? 
в число 2°.3%, где а, b выражаются формулами (6), а с, d 
вычисляются по таким же формулам для (10). 

Приказы программы (8) содержат более сложные функ- 
ции, чем те, которые указываются теоремой 2. Наша задача 
состоит в том, чтобы каждый приказ из программы (8) 
заменить равносильной ему серией приказов вида (4). 


] 


(2°.3°, i), кодирующая некоторую конфигурацию (5) маши- 
ны ©. В соответствие с формулой (7) мы должны прежде 
всего узнать, четно а или нет. Для этого пишем серию 
приказов 


га 4| 2]; Lis г 


хо 
В результате этих приказов пара (2%-3?, i) преобразует- 
а—1 


ся в пару (3°-5 2 1.3), если а нечетное, и в пару 
а 


Рассмотрим приказ i: (Ш |j |i* |. Нам задана пара чисел 


> [2:2] #3114. 


(3°.52, 1.4), если а четное. В первом случае нам надо 
далее перейти к паре (2“.3?, i*). Очевидно, мы достигнем 


‚этого приказами 
28: 5 гв LE l; Eb x4 | 13 | L6: x2 г. 


Во втором случае нам надо от пары (3'-52, 1.4) перейти 
к паре (2°.3°“, j), которая кодирует машинное слово #, 
непосредственно следующее за g. Чтобы найти gt, надо 
обратиться к программе машины %. Так как обозреваемая 
ячейка ao находится в состоянии 0, то рассматриваем 
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ту из команд 
9:0 —>q;e, q0 —>q;L, 99 —>q;R, 


которая содержится в программе %. Пусть, например, это 
команда 4:0 -— q;R. Тогда 


p = Dritt: .. БО ал. -as 


a 
и кодирующей парой является пара (22.3%, j). 
а 


Чтобы перейти к этой паре от пары (3?-52, 1.4), пишем 
приказы | 


та :5 | #7 | i.8 | iT: A [4 |, 


a 


в результате которых из пары (3°-52, i.4) получим пару 


22.38, 1.8). Приказами 
1.8: :3 | 2.9 [1-10 . 19: ж5 1.8 


переводим пару (22.3?, 1.8) в пару (22.5, 1.10). Затем 
приказами _ | 


210: |:5 ata |j ВЫ: | х9 [10 


а а, 
переводим пару (22 .5°, i.10) в требуемую пару (22.3%, j). 
Итак, мы указали, как построить серию новых приказов 
i, 1.1, ..., 1.11, равносильную старому приказу i, в слу- 
чае, когда машина È выполняет команду 9,0-— 4,;Ю. Ясно, 
что тем же способом соответствующие серии приказов 
можно построить и в тех случаях, когда машина $ вместо 
команды 4:0-> q;R выполняет команду 9:0 - q;L или 
команду 4:0 -> де. 
Наконец, тем же способом строится и серия новых при- 
казов, заменяющая старый приказ с номером i*. 
Среди новых приказов все еще встречаются приказы, 
имеющие не тот вид, который требуется теоремой 2. 
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Но от этого недостатка легко избавиться. Например, при- 


х9 a равносилен паре приказов 
а приказ вида у: :2 a | В `равносилен приказам 


v: x3 | v.0 в у.0: xsv Е 3-1: | 130 | a [1.2 |; 
у.2: х2 1.3 | у.3: `:30 | В 


имеющим уже стандартную форму, требуемую теоремой 2. 
То же относится и к приказам 


5 а В 3 | lg 


После всех указанных замен у нас получится оператор- 
ный алгоритм В, программа которого состоит из приказов 
вида, требуемого теоремой 2. Из построения видно, что 
новый алгоритм В обладает тем же основным свойством, 
что и алгоритм А, а именно, если машина % из какой-нибудь 
начальной конфигурации (9) переходит через конечное 
число тактов работы в заключительную конфигурацию (10), 
то алгоритм В перерабатывает число 2“.3? в число 25.39. 

Пусть теперь нам задана какая-нибудь частично рекур- 
сивная функция f (x). В соответствии с п. 12.3 строим маши- 
ну Тьюринга %, имеющую внешний алфавит 0, 1 и перера- 
батывающую машинное слово 4:01” в слово q01fœ. Обо- 
значим через В операторный алгоритм, отвечающий маши- 
не % и имеющий программу вида (4). Так как упомянутые 
машинные слова кодируются парами 


каз у: 


? 


, 


ха, 


(22°11-2, 1), (ааа. 0), 


то алгоритм В перерабатывает число 22%+t-2 в число 
21 А. И. Мальцев 


322 ВАРИАНТЫ МАШИН И АЛГОРИТМОВ [ГЛ. vi 
| 1 
221 ® 11-2 Мы сначала изменим алгоритм В так, чтобы 

он переводил 22” в 220., 
Легко видеть, что алгоритм С, имеющий программу 


: :2|2] 3; 2: | жз|1|; 3: | :8|4[5| 
| х4]3 |; 5: мо] 


y% x+1 
перерабатывает число 2? B число 2? —2, а алгоритм D, 
имеющий программу 


t| х4|2|: 2: lala |a|; & | хз] 2 | 
|350}; & | х2|4 |. 


X 
перерабатывает 22%+t-2 в 22. Таким образом, алгоритм 


L 
CBD перерабатывает 22” в 22 0., 
Нам остается построить программы алгоритмов, пере- 


X х 
рабатывающих 2^ в 22’ и соответственно 2? в 2*. Приказы 


:|2[2]3]; 2: | х5 |1 о xala] 


переведут пару (2%, 1) в пару (2.5%, 4), а приказы 


"|384; 8: |x4]7] 


переведут (2-57, 4) сначала в пару (2°.5%-1, 4), затем в пару 
(2? 2.5-2, 4) и через х циклов получим требуемую пару 
9-0 

С другой стороны, если задана пара (22, 1), то приказы 


E 
3: 4|4|5 ; 4: хз | 3 
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переведут указанную пару в (3 ".5, 5), а приказы 


5: | 3 61|; 6: | х2 |5 


переведут пару (3*`*.5, 5) в пару (2? ".Б, 1). Применяя 
к последней паре снова весь цикл преобразований 1—6, 
получим пару (22% ?.52, 1) ит. д. После исчерпания всех 
четверок мы получим пару (2:5“, 7), которую приказы 


|589}; 8: х2|7 |; AET 


переработают в окончательную napy (2”, 0): 

Итак, преобразуя сначала 2” в 22”, затем 22” 
и, наконец, 2 Og %9, получим операторный алгоритм 
с программой вида (4), преобразующий 2% в %0, 

Теорема 2 доказана. Указанное в ней кодирование 
значений хи] (х) в виде 27 и 27 <) в каком-то смысле неиз- 
бежно, так как, например, Я. М. Бардзинь [5] пока- 
зал, что невозможен операторный алгоритм с программой 
вида (4), который бы перерабатывал x в x°. Поэтому, если 
мы хотим иметь операторные алгоритмы, перерабатываю- 
щие x B f (x) для любой частично рекурсивной функции |, 
то к списку приказов (4) мы должны присоединить приказы 
иного вида. В частности, из теоремы 2 непосредственно 
вытекает, что для каждой частично рекурсивной функции 
f (x) существует операторный алгоритм, перерабатывающий 
x e f(x), программа которого состоит лишь из приказов 


вида (4) и приказов 27| а 


В самом деле, согласно теореме 2 существует алгоритм, 
перерабатывающий 2” в XY и имеющий программу 


О: | стоп |; к. - s: | l. 


О из приказов вида (4). Тогда цепочка приказов 


АН 


будет перерабатывать x в f(x). 
2> 


B 927 (х) 


9 еХо | Q . 


0’: | стоп 


о 


324 ВАРИАНТЫ МАШИН И АЛГОРИТМОВ [ГЛ. VI 


Понятие операторного алгоритма легко обобщить. 
Например, можно рассматривать приказы вида 


? 


#1 


означающие, что, исходя из заданного числа х, следует 

найти w (x) и затем перейти к выполнению над числом 
w (x) приказа с номером ф (x), если w (x) определено, 
и перейти к выполнению над x приказа с номером Y (x), 
если wW (x) не определено. Однако при всех этих обобще- 
ниях легко доказывается, что класс вычислимых функций 
остается совпадающим с классом частично рекурсивных 
функций. 

Весьма интересный класс алгоритмов, перерабатываю- 
щих графы, был определен и исследован А. Н. Колмо- 
горовым и В. А. Успенским [45]. Как пишут 
авторы, эти алгоритмы были получены при попытке вос- 
произвести в абстрактном определении наибольшее число 
черт, присущих работе вычислителя, действующего соглас- 
но заданной ему программе. Класс функций, вычислимых 
при помощи алгоритмов Колмогорова — Успенского, ока- 
зался снова совпадающим с классом всех частично рекур- 


сивных функций. 


Дополнения и примеры 


1. B n. 14.2 отмечено, что каждая словарная частично 
рекурсивная функция F (r), заданная в алфавите А, вычислима при 
помощи нормального алгоритма в подходящем расширении алфа- 
вита А. Показать, что F (g) вычислима посредством нормального 
алгоритма уже в алфавите {а0, А}, отличающемся от А лишь одной 
дополнительной буквой Q9, Qo 6 А (А. А. Марков [55], H. М. H a- 
‘горный [65]). 

2. Невозможно задать нормальный алгоритм в алфавите А, 
который перерабатывает произвольное словоф в алфавите А в его 
удвоение rg (H. М. Нагорный [65]). 

3. Какие функции вычислимы операторными алгоритмами, 
программы которых содержат лишь приказы вида 


ры ыы 


и стоп-приказ? 
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4. Согласно теореме 2 из п. 14.2 для каждой частично рекур- 
сивной функции f (x) существует операторный алгоритм, перерабаты- 
вающий 2% в 2/%), причем программа этого алгоритма состоит 
лишь из приказов указанного в теореме частного вида. Показать, 
что ни один алгоритм этого типа не может перерабатывать х в x2 
(Я. М. Бардзинь [5]). 

5. Показать, что каждая частично рекурсивная функция 
вычислима посредством операторного алгоритма, программа кото- 


рого состоит из приказов вида 
alal.: ав], 


где а (x) = х—[УхЁ, и стоп-приказа. 


"а A xc | а , 


$ 15. МНОГОЛЕНТОЧНЫЕ МАШИНЫ 
И ТАГ-СИСТЕМЫ 


В отличие от изучавшихся выше машин Тьюринга 

с одной лентой в данном параграфе будут введены машины 
Тьюринга, имеющие несколько лент. Легко доказывается, 
что класс функций, вычислимых на многоленточных маши- 
нах, в точности совпадает с классом рекурсивных функций. 
Это — новое подтверждение тезиса Чёрча. Среди много- 
ленточных машин интересный класс образуют машины, 
не меняющие состояния ячеек лент. Элементы теории этих 
машин излагаются в первой половине данного параграфа. 
Во второй половине параграфа изучаются свойства 
еще одного специального класса алгоритмов, введенного 
Э. Постом под именем систем продукций. Показывается, что 
даже особым образом определенных однородных систем 
продукций достаточно, чтобы при помощи их можно было 
вычислять значения любой частично рекурсивной функции. 
15.1. Общие многоленточные машины. А-ленточ- 

ная машина Тьюринга состоит из механического устройства 
(автомата) А и k лент, разбитых на ячейки (рис. 3). Каждая 
ячейка может находиться в одном из фиксированного конеч- 
ного можества состояний. Эти возможные состояния мы 
условимся обозначать символами Qo, Qi, ..., ат, совокуп- 
ность которых будем называть внешним алфавитом маши- 
ны. Клетки в состоянии Qo, как и ранее, будут называться 
пустыми. По предположению, автомат А в каждый момент 
времени находится в одном из конечного множества состоя- 
НИЙ 00, 91,..., qn. Состояния 01, до называются соответ- 
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ственно начальным и заключительным. Машина работает 
в дискретном времени, так что можно говорить о «состоянии 
машины», «состоянии автомата», «состояниях ячеек лент» 

в момент # = 0, в момент 


t= | ит. д. Предпола- 

i гается, что в каждый 
ен момент времени машина 
7 «обозревает» одну ячейку 


каждой ленты. По опре- 
ПР т делению, состояние (кон- 
фигурация) машины счи- 

тается заданным, если 

aae известны состояние qi, 


в котором находится 

Рис. 3. автомат A, состояния 

| всех ячеек всех лент и 

указаны ячейки, воспринимаемые машиной. Таким обра- 

зом, конфигурация машины вполне описывается системой 
в машинных слов вида 


411... Aiislilir s+ ... lig 


(1). 


Ч а Qip lilin E 4, 


— по одному слову для каждой ленты. 
В зависимости от внутреннего состояния 4; автомата А 
и состояний ме: обозреваемых в данный 


момент ячеек машина % переходит в следующую конфигура- 
цию посредством таких действий: а) заменяет состояние 
каждой воспринимаемой ячейки новым состоянием (которое 
может совпадать и со старым); 6) каждую ленту передви- 
гает на одну ячейку влево, вправо, или оставляет непо- 
движной; в) переводит внутреннее состояние д; автомата А 
в новое состояние 4;. Считается, что если автомат А в Ka- 
кой-то момент времени приходит в заключительное состо- 
яние qo, то машина % останавливается и в последующие 
моменты времени конфигурация машины не меняется. 

Говорят, что машина % выполняет (или может выпол- 
нять) команду 


9: а аа aa, —> Ч;ав, Ту 433 ав, Гу, (Yis ...}9 Yk = Te Í 0, 1), 


(2) 
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если, находясь во внутреннем состоянии 4; и воспринимая 
ячейки в состояниях da - - -» @а,, машина T заменяет 


qi на qj и указанные состояния состояниями ав, ..., @в,, 


после чего сдвигает ленты соответственно в направлениях 
Гу, BEE A У, (Т-1, Tı, Го означают соответственно сдвиг 


на одну ячейку влево, вправо и оставление ленты непо- 
движной). Как и в случае одноленточных машин, пред- 
полагается, что в необходимых случаях машина может 
перед сдвигами надстраивать ленты пустыми ячейками. 

Задать программу машины % — это значит для каждого 
слова 


qila, ... Чо, (Е иль 04, ...9 úk 0; E; ИВ) 


задать какую-нибудь команду вида (2). 

Ясно, что, зная программу машины %, мы можем путем 
серии указанных операций для любой конфигурации (1) 
машины % в заданный момент времени вычислить ее конфи- 
гурацию в любой из последующих моментов времени. 
Иначе говоря, каждая ^А-ленточная машина Тьюринга 
определяет алгоритм для переработки систем машинных 
слов вида (1). 

Пусть f(X, ..., Xs) — какая-нибудь частичная функ- 
ция от $ переменных. Говорят, что f нормально вычислима 
на (s+ ^)-ленточной машине Тьюринга % с внешним алфави- 


том 0, l, а>,..., ап, если для любых натуральных 
п.,..., Ns Машина %, начав работать в конфигурации 
ао О ай (10-194 = 914), 


по истечении конечного времени перейдет в конфигурацию. 


и ов бош в о 


при условии, что } (п.,..., п.) определено, и будет рабо- 
тать вечно, то есть не переходя во внутреннее состояние до, 
в противном случае. При этом, как и в случае одноленточ- 
ных машин, можно предполагать, что в продолжение всей 
работы машина не надстраивает ячеек слева ни на одной 
ленте. a 

Теорема 1. Для того чтобы частичная функция 
f (xi, ..., Xs) была вычислима на ($ + Ю-ленточной mawu- 
не Тьюринга с внешним алфавитом 0, 1, a2, ..., Am 
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(т — любое натуральное число), необходимо и достаточно, 
чтобы f была частично рекурсивной. 

Мы не будем излагать подробное доказательство этой 
теоремы. Заметим лишь, что вычислимость на (s + k)- 
ленточной машине частично рекурсивных функций есть 
прямое следствие вычислимости этих функций на однолен- 
точной машине, а обратное утверждение есть непосредствен- 
ное следствие теоремы о частичной рекурсивности функций, 
вычислимых при помощи нормальных алгоритмов (п. 14.2). 

15.2. Машины Минского. Способность менять 

состояния ячеек ленты — существенная черта машин Тью- 
ринга. Однако для многоленточных машин эта способность 
перестает быть необходимой. А именно, Лембеком [47] 
было показано, что каждая частично рекурсивная функция 
вычислима на машине с достаточным числом лент так, 
что машина не меняет состояния ячеек лент и не надстраи- 
вает левых ячеек. Почти одновременно Минский [60] 
показал, что это же могут делать и двухленточные машины, 
не изменяющие состояния ячеек и не надстраивающие 
ячеек слева, при условии, что значения аргумента и функ- 
ции кодируются степенями двойки так, как это делалось 
в теореме 2 из п. 14.3. 
- Многоленточные машины Тьюринга, у которых ленты 
слева не надстраиваются, все ячейки лент, за исключением 
самых левых, всегда пусты, а состояния самых левых ячеек 
постоянны, мы будем называть машинами Минского. Внеш- 
ний алфавит этих машин предполагается состоящим из сим- 
волов 0, |, причем О — символ пустого состояния, а все 
самые левые клетки находятся в состоянии 1. 

Для полного описания машины Минского достаточно 
указать совокупность всех ее внутренних состояний и про- 
грамму машины, то есть совокупность команд вида 


iü. as —> aTa, В Ta, 


a E P A A a E =0, 1%, 
(1) 
которые способна выполнять данная машина. Так как 


| есть состояние самой левой ячейки, то в командах (1) 
H3 Q, = | должно следовать неравенство 


a, 58 — |. (2) 
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Этим условием и ограничивается произвол в задании 
команд (1). 

Теорема 1. Для каждой частично рекурсивной 
функции f(x) существует трехленточная машина Mun- 
ского, вычисляющая эту функцию, то есть переходящая 
из конфигурации 10-190, qıl, qıl в конфигурацию 
107-190, gol, gol, если f (x) определено, и работающая 
вечно, если f(x) не определено. 

Условимся изображать четверкой чисел (а, b, с; i) 
ту конфигурацию трехленточной машины Минского, ко- 
торая характеризуется машинными словами 1019.0, 
10?-19:0, 10°190. Напомним, что 10-19:0 есть слово 4:10. 
Таким образом, числа а, 6, с равняются просто длинам кон- 
цов лент, находящихся слева от воспринимаемых машиной 
ячеек, а Г — номер (или символ) внутреннего состояния 
машины. 

Согласно теореме 2 из п. 14.3 существует операторный 
алгоритм А, перерабатывающий 2“ в 2 и имеющий 
программу вида 


0: | стоп RR а Ее а 


1| В 


где С; означает одну из операций Х2, X3, X5, : 30. Все эти 
операции перерабатывают числа вида 2“3°5° в числа того 
же вида. Поэтому, начиная перерабатывать число 2" по npo- 
грамме (2), мы после k-ro шага вычислений получим 
(см. п. 14.3) пару вида (2°.3?.5°, i), где 2°.3°.5° — nony- 
ченное в этот момент число, а Í — номер приказа в програм- 
ме (2), который следует далее выполнять над числом 
а. 

С парой (2“.3?.5°, i) сопоставляем конфигурацию 
(а, b, с; i) трехленточной машины Минского, имеющей 
внутренние состояния Qo, 91, -.., Qn. Нам остается mogo- 
брать программу (1) машины М так, чтобы выполнялось 
условие: если алгоритм А переводит пару (2°.3°.5°, i) 
в пару (2".3°.5°, j), то машина М должна переходить 
из конфигурации (а, b, с; i) в конфигурацию (и, v, w; j). 

Эта цель, очевидно, будет достигнута, если мы поступим 
следующим образом: 
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а) Если С; = : 30, то вносим в программу М команды 
9:000 — да, Т4ТаГа, 
4:абс —> qg, ToToTo (a+b+c= 0). 


6) Ecm- bG —= X D TO программу М вносим команды 
абс —> qa ТаТоГо (а, b, с=0, 1). 


в Если 6; = X 3, то вносим команды 
9:а6с —> qa ToT To. 


г) Если С; = X 5, то вносим команды 
9:46с —> да,ТоТоТ-1. 


Так как алгоритм А перерабатывает пару (2%, 1) в пару 
(27'°?, 0), то машина М с командами а) — г) из конфигура- 
ции (x, 0, 0; 1) переходит в конфигурацию (f (x), 0, 0; 0), 
что и требовалось. 

Рассмотрим теперь более детально двухленточные маши- 
ны Минского. Пусть 4, 91, ..., Qn — внутренние состоя- 
ния какой-нибудь двухленточной машины Минского М. 
Тогда для полного задания машины М достаточно задать 
ее программу, состоящую из команд вида 


удовлетворяющих условию (2). 

Далеко не все частично рекурсивные функции вычисли- 
мы на двухленточных машинах Минского в указанном 
выше смысле. Например, не существует двухленточной 
машины Минского, перерабатывающей x в x? (см. 
Я. М. Бардзинь [5]). Тем не менее, если значения 
аргумента и функции кодировать степенями двойки, то 
вычислимость частично рекурсивных функций восстанав- 
ливается. | 

Теорема 2 (Минский [60]). Для каждой частич- 
но рекурсивной функции f(x) существует двухленточная 
машина Минского, которая для любого натурального x 
перерабатывает число 2* в число 2'°?, если f (x) определено, 
и работает безостановочно, не переходя в заключительное 
внутреннее состояние до, если f (x) не определено. 
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Для краткости условимся тройкой (а, b; 4;) обозначать 
ту конфигурацию машины Минского, при которой qi — 
внутреннее состояние машины, а а, b — расстояния от 
воспринимаемых машиной AYE- 


ек до левых концов первой E 
и соответственно второй лент. 


Например, (0, 2; qi) есть KOH- 
фигурация, определенная Ma- 


шинными словами gil, 109:0 


и изображенная на рис. 4. 
Формулой (а, b; q) | (o, 


4; q;) будем обозначать YT- 

верждение, что машина, начав Рис. 4. 

работать в конфигурации (а, 

b; qi) через конечное число тактов работы приобретет 
конфигурацию (с, d; q;). Если машина из конфигурации 
(а, b; qi) непосредственно переходит в конфигурацию 
(с, d; 9;), то пишем 


(а, b; qi) — (с, d; qi). (3) 


Как уже говорилось, задать машину Минского — это 
значит указать ее программу. Однако вместо того, чтобы 
указывать команды, составляющие программу машины, мы 
будем писать преобразования (3), выполняемые машиной. 
При этом следует иметь в виду такие обстоятельства. Пусть, 
например, указывается, что машина выполняет преобразо- 
вание 


(2, 5; 9:) — (1, 6; 9)). (4) 
Отсюда следует, что машина выполняет команду 
9:00 —> q;T T4 
и потому для любых положительных Q, b имеем 
(а, b; qi) — (a— 1, 6-1; 9). (5) 


В то же время наличие в программе машины преобразова- 
ния (4) еще ничего не говорит о том, во что перейдут конфи- 
гурация (0, b; qi) или конфигурации (b, 0; qi), (0, 0; qi); 
где b >0. Поэтому, присоединив к программе машины 
преобразование (4), мы не можем присоединять к программе 
преобразования, противоречащие преобразованиям (5), но 
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все еще можем по произволу присоединить преобразования 
(0, 6; 9:) — (и, 9; qa) О-о ЕЕ, 
(6, 0; qi) —> (Ui, vi; qg) Uhh ab, 
(0, 0; qi) —> (из, 95; qy) (и, 02 =0, 1). 
Ham надо для каждой частично рекурсивной функции 
f (x) указать программу машины Минского, перерабатыва- 
ющей 2*в X, Нижеследующая лемма сводит эту задачу 
к двум простым частным случаям. 


Лемма 1. Пусть операторный алгоритм А с про- 
граммой 


Gereron k= о ое, ЕВ (6) 
вычисляет функцию g (x) и пусть для некоторой машины 
Минского М с внутренними состояниями Qo, Qis -.., Gs, 
са @ЕЕ a o риженц 


(z, 0y q:) Е (E: (2); 0; 4а,), если 6: (2) определенное, (T) 
(z, 0; qi) (z, 0; 4в,), если 65:(2) неопределенное. (8) 


Тогда машина М вычисляет ту же функцию g (x), что 
и алгоритм А. 

В самом деле, пусть, начиная с заданного числа х, 
алгоритм А после т шагов дает число хи и указание выпол- 
нять приказ с номером i. Покажем, что в этом случае 


(t ба М 9. 


Для т = 0 это утверждение тривиально. Пусть оно 
верно для какого-нибудь т. Если С; (Xm) определено, 
то алгоритм А после (т + )-го шага дает число С; (Xm) 
и указание выполнять приказ с номером а;: Но в этом 
случае 


(Xm, 0; qi) = (5: (Xm), 0; qa,) 
и потому 
(x, 0; 91) Е (Ei (xm), 0; 9а,). 


Аналогично доказывается это соотношение и в случае, 
когда 6; (Xm) не определено. 
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Пусть теперь алгоритм А перерабатывает число х в чис- 
ло у. Это значит, что через какое-то число шагов т алго- 
ритм А дает число у и указание выполнять приказ с номе- 
ром 0. По доказанному 


(х, 0; д) Е- (у, 0; Фо), 
то есть машина М перерабатывает х в 1. 
Если, начиная с x, алгоритм А работает вечно, то полу- 
чаем бесконечную последовательность 


(x, 0; 91) Е (хь 0; qu) ..., 


показывающую, что машина М в этом случае также рабо- 
тает вечно. 

Перейдем к доказательству основной теоремы. Пусть 
Г (x) — заданная частично рекурсивная функция. Согласно 
теореме 2 из п. 14.3 существует операторный алгоритм А, 
перерабатывающий 2х в 2/'<%, программа iKaroporo имеет 
вид (6), где {-й приказ есть или 


i | xea] (=p, 3 5), (9) 


(c = 30). | (10) 


ИЛИ 


į; jalp 


Пусть М — машина Минского с внутренними состоя- 


HHAMH Qo, 91, ..., Qn, каждое из которых соответствует 
определенному приказу программы (6), и дополнительными 
состояниями qi; (= 1,...; 1 = 0, 1, ..), точное число 


которых будет указано ниже. Нам надо найти такую про- 
грамму для машины М, чтобы были выполнены условия (7), 
(8) леммы 1. Рассмотрим какое-нибудь i, 1<1< $. Пусть 
[-й приказ в программе (6) имеет вид (9). Постараемся 
написать такую серию команд для машины М, содержащих 
лишь внутренние состояния Qi, 9:0, ..., Gic да, В резуль- 
тате которой условие (7) для этого i будет выполнено. 
Пусть а >0. Вносим в программу машины М следующую 
серию преобразований: 


(а, 0; qı) — (а, 1; qu) > 
— (а, 2; 4) —>...-—> (а, с; де) —> (а—1, c; q) (11) 
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и дополняем ее еще преобразованием 
| (а, 1; q) — (а, 2; qu). (12) 
Тогда, если в серии (11) a— 1 >0, то в силу команд, 
отвечающих преобразованиям (11), (12), конфигурация 
(а —1, с; qi) далее будет меняться следующим образом: 
(а—1, с; q) — (а—1, c+ 1; qua) —> ... — 
—> (a— 1, 2c; qi) — (а—2, 2c; q) — (a— 2, 2c + 1; ди) —> 
—> ... — (0, ac; qi). 

Чтобы переставить числа 0 и ас, дополняем программу 
преобразованиями | 
(0, ас; qi) —> (1, ac— 1; qio) —> (2, ac— 2; qio) —> 

—> ... — (ас, 0; qio) — (ас, 0; qa). (13) 


В результате условий (11), (12) и (13) для машины М 
будет гарантировано свойство 


(а, 0; 9:) Е (са, 0; qa)  (а>9). (14) 

Чтобы гарантировать свойство (14) и для а = 0, внесем 
в программу М преобразование 
(0, 0; qi) —> (0, 0; qa). (15) 


Итак, внося в программу машины М команды (11), (12), 
(13), (15) для тех i, для которых 1-й приказ программы А 
имеет вид (9), мы обеспечим для этих значений İ выполне- 
ние условия (7) из леммы 1. 

< Теперь рассмотрим более сложный случай, когда 1-й при- 
каз имеет вид (10). Прежде всего в программу машины M 
вносим команды, отвечающие для х>с, у>0 следующей 
серии преобразований: 


(x, у; q) — (1 УЦ; qu) > (х—2, УЧИ; 92) > 
— ... — (х— с, y +t; 9) —> (х—с, и- 1; qi), (16) 
и команды, отвечающие преобразованиям (13) и (14). Вслед- 
_ ствие команд (16) для x > с, у > 0 имеем 
(x; у; ЧН (с yF liq) 
и, значит, 
| (х, 0; а) (0, х: с; gi) 
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если x делится на с. Так как из (16), (13), (14) вытекает 
(ев С 90), 
TO 
(x, 0; qi) Е (х:с, 0; qa), если х:с определено. 


Пусть теперь х не делится на с, х = с2-- г, О<г=< с. 
В силу (16) получим 


(x, 0; qi) H (г, zi qi) Е (0, z+ 1; qir). 


Нам надо теперь от конфигурации (0, z+ 1; qir) перейти 
к конфигурации (x, 0; дв). Поэтому к программе M добав- 
ляем преобразования (2 = 1, 2, .. у г=|1... 6—1: 


(0, 2-21; qir) —> (1, 2; qiri) —> ... — (C, Z; qire) —> 
—> (c+ 1, 2—1; 91), (17) 
в силу которых будем иметь 
(0, 2--1; gir) (с2-Е1, 0; qiri). 

Наконец, добавляя в программу преобразования 
(сё 1, 0; qiri) —> (62-2, 0; qir) —... 

... —> (cz +r, 0; qir) — (са-г, 0; qg), (18) 
получим 

(x, 0; qi) (x, 0; qg), если х:с не определено. 


Мы видим, что машина Минского с программой, по- 
строенной согласно правилам (11) — (13), (15) — (18), удо- 
влетворяет условиям леммы 1, что и требовалось. 

Так же, как и для одноленточных машин Тьюринга 
(п. 12.5), для машин Минского естественно формулируются 
следующие две проблемы. 

1) Проблема остановки. Задана машина 
Минского М (своей программой). Указать алгоритм, рас- 
познающий. те конфигурации (а, b; qi), начиная с которых 
машина останавливается через конечное число тактов 
работы. 

2) Проблема конфигураций. Дана машина 
Минского М. Указать алгоритм, позволяющий узнать для 
любой заданной конфигурации (х, 0; 9), существует ли 
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начальная конфигурация (а, 0; qu), которая через конечное 
число тактов работы переходит в конфигурацию (x, 0; qo). 

Обе проблемы решаются отрицательно. В самом деле, 
пусть f (x) — частично рекурсивная функция, область опре- 
деленности которой не рекурсивна. Строим двухленточную 
машину Минского M, перерабатывающую 2* в 27 (®). Если бы 
существовал алгоритм, решающий проблему остановки 
машины М, то этот алгоритм решал бы и проблему вхожде- 
ния числа X в область определенности функции f (x), так как 
X входит в область определенности f тогда и только тогда, 
когда машина M, начиная работать в конфигурации 
(27, 0; qı), останавливается через конечное число тактов 
работы. 

Аналогично, пусть f (х) — примитивно рекурсивная 
функция, совокупность значений которой не рекурсивна. 
Строим двухленточную машину Минского М, перерабаты- 
вающую 2“ в 2f(%), Как и выше, легко убеждаемся, что 
для М не разрешима проблема конфигураций. 

При доказательстве теоремы 2 мы пользовались теоре- 
мой 2 из п. 14.3 о том, что для каждой частично рекурсив- 
ной функции ] (х) существует операторный алгоритм, пере- 
рабатывающий 2” в 2/(>), программа которого состоит 
лишь из приказов вида 


В 


В свою очередь, с помощью теоремы 2 можно еще сокра- 
тить этот список приказов, правда, усложнив кодирование. 
Покажем, что имеет место 

Теорема 3 (Минский [60]). Для каждой частич- 
но рекурсивной функции f (x) существует операторный 


xX 
алгоритм, перерабатывающий 2” e 221, программа komo- 
рого состоит лишь из приказов вида 


xalal, alp 


Пусть М — двухленточная машина Минского с BHY- 
тренними состояниями Qo, Qi, ..., Qn, переходящая из 
конфигурации (2*, 0; qa) в конфигурацию (27, 0; qo), 
если f(x) определено, и работающая вечно в противном 


: 30 | а (4—9, 3.5). 


? 


xc |a 


? 


x2|a 
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случае. Машина М может двигать одновременно или обе 
ленты, или только одну. Покажем сначала, что М можно 
заменить такой машиной М’, которая при каждом такте 
работы непременно либо двигает обе ленты на 1 шаг вправо, 
либо двигает только одну ленту (1-ю или 2-ю) на 1 шаг 
влево. Действительно, пусть (1) — программа машины М. 
Если эта программа содержит приказ 


9:00 ~> Galili | (19) 


то вводим дополнительные внутренние состояния Qi, Gis 
и вместо приказа (19) пишем приказы 


9:00 —> диТ.Г, 
quab —> 9»ТоГ—4 (а, 6=0, 1), (20) 
Д»аб sane да ГоГ-л. 


Аналогично поступаем и с другими приказами из про- 
граммы (1). Ясно, что новая машина М’ с внутренними 
состояниями qi, Qij; и приказами вида (20) будет по-преж- 
нему из конфигурации (2%, 0; qı) переходить в конфигу- 
рацию (27 (®), 0; qo) и в то же время будет сдвигать ленты 
в соответствии с наложенными требованиями. Обозначим 
внутренние состояния машины М” через go, Qis ..., 4, 
+1, ..., qs. Программа машины М’ — это совокуп- 
ность команд вида 


9:00 are да, Rx; (x: = 0y и 1, 1), 

9:10 ес Je; Ra,» 

q:01 pa qy; Rp; (Ais Uis у: = 0, t paer о s), (21) 
qill Erg qa Ry,» 


где R- означает сдвиг обеих лент вправо, Ro — сдвиг 
влево 1-й ленты, Ю, — сдвиг влево 2-й ленты. 

Условимся конфигурацию (а, b; qi) изображать парой 
(2“.3°, qi). Тогда сдвиг обеих лент вправо будет влечь за 
собой деление первого числа пары на 6, а сдвиг одной из 
лент влево будет влечь умножение этого числа на 2 или 3. 
Исходя из программы (21), легко сразу написать и про- 
грамму операторного алгоритма А, который число 2“.3° 
и указание i перерабатывает в число 2°.3“ и указание j, 


22 А. И. Мальцев 
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если машина М’ из конфигурации (2“.3', qi) переходит 
непосредственно в конфигурацию (2°-3“, 4,). Для этого 
часть приказов алгоритма А занумеруем числами 0, 1,... 

., S, а часть — парами чисел ij и далее поступим сле- 
дующим способом. Берем для какого-нибудь Е четверку 
команд (21) из программы машины М’и пусть x; = —1. 
Чтобы из числа 2“.3° с помощью команд (21) получить 
число 2°-3%, надо узнать, нет ли среди чисел а, b нулей. 
Для этого делим 24.3 на 6. Если делится без остатка, 
то согласно первой команде четверки (21) частное и будет 
требуемым числом. Если 2“.3° на 6 не делится, то среди 
чисел а, 6 есть равное 0 и потому надо воспользоваться 
одной из последующих команд системы (21). Итак, в про- 
грамму алгоритма А вносим приказ 


0 (2) 


который дает требуемую пару (2°.3“, qa,), если 5 
делится на 6, и отсылает к приказу 2.0, если 2%-3° на 6 не 
делится. Если в последнем случае число 2“.3°.3 делится 
на 6, To a > 0, b = 0 H MH должны воспользоваться второй 
‚из команд (21). В соответствии с этим в программу А вносим 
приказы 


0: хз Е : E :6 E2 | 1.4 | 
i2: x2 i3 в 1.3: x ра В, | (№=2, рр=3), 


дающие искомую пару (2°.3“, Чв,), если а >0, и дающие 
пару (2“.3°+1, 1.4) в противном случае. Приказы 


A| х2 | 4.8 | 5: :6 |6 (24) 


переводят пару (2“.38*1, 1.4) в пару (2°.3°, 1.6), где а = 0. 
Если b > 0, то должны воспользоваться 3-й из команд (21) 


(23) 
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и потому в программу А добавляем приказы 


Le: х2| 17 | pT 
ia| xa [i9 | i9: Жры|\ l, 


приводящие при b >0 к паре (2°-3%, qj) и при b = 0 
к паре (2°, 1.10). Наконец, приказы 


x3 jin h: ги: | :6 [i12]; О 


(26) 


и для случая а = b = 0 дадут требуемую пару (2°-3°", q;). 

Аналогичным путем пишутся приказы (22) — (26) и для 
xi = 0, 1. Объединяя приказы, построенные указанным 
образом для i = 1,2, ..., $, и присоединяя к ним началь- 
ный стоп-приказ, получим программу операторного алго- 
ритма А, имеющую требуемый теоремой 3 вид. По условию 
машина М из конфигурации (2“, 0; qı) преобразуется 
в конфигурацию (2%(%); 0; qo) или в новом кодирова- 
нии из конфигурации (22, qı) преобразуется в конфигу- 
рацию (27 ©, qo). Отсюда следует, что алгоритм А с npo- 
граммой, построенной по правилам (22) — (26), перера- 
батывает число 22“ в число 27 0., 


6 |1.8 [110 = 


EGO: 


15.3. Однородные продукции. ТАГ-системы. В и. 
было введено понятие системы продукций, определяемой алфави- 
том С = {(, с2, ..., Си} и системой базисных продукции 


а —> Wb;  (=1..., 5). (Р) 


Чтобы при помощи этой системы Р определить понятие Р-вычис- 
лимых частичных числовых функций, надо каким-то образом коди- 
ровать числа в алфавите С. Мы примем такое соглашение. Пусть 
алфавит С системы P содержит символы ад, 4, Ад, A1, Bo; Ву и npo- 
извольное число других символов. Фиксируем, кроме того, еще 
произвольное натуральное положительное число W и будем npo- 
извольное натуральное число х кодировать словом А алВи*. 
Мы будем говорить, что частичная числовая функция f (x) вычис- 
ляется системой продукций Р, если система Р перерабатывает 
слово А.В!" в слово Aga 2) Ви-1 для тех х, для которых f (x) 
определено, и система P без конца преобразует слово А! ахВт-1 
для тех х, для которых f (x) не определено. 
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Из результатов п. 14.2 непосредственно следует, что каждая 
частичная числовая функция, вычислимая какой-либо системой 
продукций, необходимо частично рекурсивна. Из тех же результа- 
тов нетрудно было бы вывести и обратное утверждение. Однако 
вместо этого мы хотим здесь доказать более тонкую теорему, касаю- 

щуюся вычислимости числовых функций при помощи систем про- 
дукций, имеющих специальный вид. 

По определению, однородная система продукций (или ТАГ-сис- 
тема) T задается своим алфавитом С = $44, а2, ..., ат}, ПОЛОЖИ- 
тельным натуральным числом W, называющимся шагом системы, 
и особыми элементарными преобразованиями 


wW w wW 
Ai m 64:25 5 Ва. Oma Вт, (Т) 


где bi, ..., Би — какие-нибудь слова в алфавите С. 

Т-продукцией над каким-нибудь словом #, записанным в алфа- 
вите С, называется следующий процесс: в последовательности (Т) 
ищем слово Б;, отвечающее начальной букве а; слова {. Затем 
отбрасываем в % первые W букв и к остатку справа приписываем 
слово b;. Если длина слова $ меньше wW, то Т-продукция называется 
невыполнимой над х или неприменимой к т. 

Однородные системы продукций можно рассматривать как 
обычные системы продукций вида (Р), подчиненные требованиям: 


1) все начальные слова а., ..., а; системы (P) имеют одну 
и ту же длину W; | 

2) слова В, ..., В. в продукциях (P) зависят лишь от началь- 
ных букв слов 04, ..., Qs; 

3) среди слов а, ..., а, системы (P) содержится любое 


слово длины W над заданным алфавитом. 

Чтобы однородную систему продукций, заданную шагом W 
и элементарными преобразованиями (T), записать в виде системы (P) 
обычных продукций, достаточно каждое преобразование а; —> b; 
в цепочке (Т) заменить последовательностью всевозможных продук- 
ций вида aja W —> \Б;, где а — произвольное слово длины W — 1 
в заданном алфавите. 

В однородной системе  ПОУкСиЙ с шагом W слова, к которым 
продукции не применимы, имеют длину, меньшую w. Чтобы изба- 
виться от этого недостатка, введем еще понятие однородной системы 
продукций с заключительной буквой. 

Система продукций в алфавите do, а, ..., Qm называется 
однородной системой продукций шага w с заключительной бук- 
вой ад, если совокупность ее продукций можно представить в виде 


w w 10 
(буква аб слева не встречается), где bj, ..., Dm — непустые слова 
в алфавите ау, а, ..., ат. 


В отличие от однородной системы (Т) в системе (Ту) продукциям 
не поддаются не только слова длины, меньшей W, но и все слова, 
начинающиеся заключительной буквой а. 
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Теорема 1 ‚(Минский [60]). Для каждой частично 
рекурсивной функции f (x) существует однородная система продук- 
ций с заключительной буквой Ад и шагом w, для каждого x перераба- 


тывающая слово Аа?” В*-1 в слово Aoa? ©) В#-1 при f (x) определенном 
и работающая вечно при Г (x) неопределенном. 

Для каждой ограниченной частично рекурсивной функции f (x) 

_ существует однородная система продукций (без ваключительной 


буквы) шага w `> 27 (х), перерабатывающая слово Aja?”BY-1 в 


слово а?’ F 
Согласно п. 14.3 существует операторный алгоритм, перера- 


батывающий 2% в 97 (%) и обладающий программой вида 


o: стоп |; 


rge Ġ; имеет одно из значений X2, ЖЗ, X5, : 30. Число w = 30 
мы ‘примем в качестве шага искомой системы продукций. Алфавит 
этой системы будет состоять из основных букв Åg, Qg, А4, а, .:. 

.., А. Aş, попарно отвечающих ая (1), и ряда других 
букв bis bios- Bi: Bi С; (1 1 = 0, T, 

Процесс переработки заданного числа "ох посредством алгорит- 
ма (1) распадается на шаги так, что после какого-то А-го шага полу- 
чается число Z (промежуточный результат) и номер i приказа, 
который должен быть выполнен над числом 2 при следующем шаге 
вычислений. Если i = 0, то процесс вычислений обрывается и 2 — 
результат переработки 2% посредством алгоритма (1). С парой чисел 


(2, i) мы сопоставим слово А;а В! и постараемся построить систе- 
му продукций Т так, чтобы эта система преобразовывала слово 
2ри—1 ‚/ирф—1. 
А;а;В; `` в слово Е ‚если алгоритм (1) преобразует пару 
(z, i) в пару (и, j). 
а каждого i (l < i < $) может быть 2 случая: bi = X C, 
Ci = : w. Рассмотрим их IOANE. 


bi E S ET Bs |, (1) 


Qs 


E EE A E E E мега 


Пишем следующие однородные продукции: 
А-В Вина > h By S ВХ Вы > СТА. 
И: К ни вы Рене 0 
(2) 


Посмотрим, во что переведут эти продукции слово А;а2В®-\. 
Представляя г в виде z = lw + г, 0 <г_< w, и предполагая, что. 
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lr-+0, мы из (2) непосредственно получаем 
ВИ > ОВ ВР 
к а А-В, Breab р 
БВ Ве ВЕ ВОС 


2 
Е bie "ОСТА, H СРАна“ -- Ава ВФ -1. 


Легко убеждаемся, что полученное соотношение 


Аза ВР |-- Ава BUTA 


верно и для случая lr = 0. 


2-й случай: {| :м pa Ji 
Пишем продукции | 
А: — Вю Ви, Вю > A (3) 


Bio ee C? Aa» Ci PeR Ве, bi —> lq, 
В; —> C? Bior > OA =l, a wl (4) 


Для того чтобы найти, во что эти продукции преобразуют слово 
Аза BP, представим 2 снова в форме z = № г (0 <гх%ч, 
Согласно (3) 


lw —i —1 
ATBP e ВВ... Ву ша OY (5) 
Дальнейший ход преобразований зависит от делимости Z на W. 


Пусть Z делится на W и, следовательно, г=0. В этом случае соглас- 
но (4) имеем далее 


H (6.6211 CPAa L СРАай E Ачай ВР. 
Если же г > 0, то (5) продолжается следующим образом: 
- В; г... Ваш ЕС 
Е ("вто V "Ода - 
НО Cpt Aart № i CP Aaa |. Аза В". 


Итак, если алгоритм (1) пару (z, i) преобразует в пару (и, j), 
то продукции (2) — (4) преобразуют слово А;а:В?° в слово 
А .а“В-1 | 

Е с 
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Наконец, для i = 0 добавляем продукцию 


w 
Ву —> 40 (6) 


и называем букву Аб заключительной. — 

Обозначим через Т однородную систему продукций с заклю- 
чительной буквой Ао, построенную для программы (1) в соответ- 
ствии с правилами (2) — (4), (6). Пусть х — произвольное число. 


Берем слово РАСЫ Выполняя над ним продукции Т, мы будем 
сначала получать слова, начинающиеся одной из вспомогательных 
букв В;, Bij, Ci, bi, Бо. Первое слово, начинающееся одной из 
букв Ау, A1, ..., Ag, будет ВР, где число Z и номер i суть 
результаты выполнения приказа с номером 1 над числом 2%. Выпол- 
HAA над словом А;а2В®-' продукции T, мы снова получим сначала 
слова, начинающиеся вспомогательными буквами, а за ними полу- 
чится слово Aja ВР", где пара (и, j) является результатом выпол- 


нения приказа с номером i над числом 2 ит. д. Если f (x) неопре- 
деленное, то процесс будет длиться без конца. Если же f (x) опреде- 
ленное, то после конечного числа продукций мы получим слово 


x 
Agag" Bw, отвечающее заключительной паре (27 (х) 0). Так как 


буква Ау заключительная в системе T, то указанное слово будет 
результатом переработки начального слова посредством системы Т. 
Тем самым первое утверждение теоремы доказано. 

Для доказательства второго утверждения мы воспользуемся 
замечанием, сделанным в п. 14.3 по поводу теоремы 2, согласно 
которому в формулировке этой теоремы число 5 можно заменить 
любым числом р > 1, не делящимся ни на 2, ни на 3. 

Пусть f (x) — частично рекурсивная функция, значения KOTO- 


рой не превосходят некоторого числа l. Тогда значения 27 (>) будут 
меньше числа р = 5141, не делящегося ни на 2, ни на 3. Согласно 
упомянутому замечанию найдется операторный алгоритм, перера- 


v f 
батывающий 92% в 27 (®), программа которого содержит лишь при- 


bi а; Ра 

:2.3.р. Выше показано, каким образом можно построить однород- 

ную систему продукций T с заключительной буквой Ад, имеющую 
Я AI 

шаг w= бр и перерабатывающую слово A4af Bf! в слово 


Ара?’ 9) gw-1, Присоединяя к продукциям (2) — (4), (6) системы T 
еще продукцию 


казы вида ‚ где G; принимает значения X2, ЖЗ, Хр, 


ы 1 
Аб ыы ag _ Й (7) 


мы обратим Т в однородную систему продукций без заключитель- 


ного элемента, которая слово Аа? В?! преобразует в слово 


x) ри 
Aga? í ) Bw-1, Но теперь последнее слово не является заключитель- 
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ным и согласно (7), (6) далее имеем 


E 


Поскольку длина слова ag © ) меньше шага продукций W, то оно 
теперь и будет результатом переработки начального слова. 

С каждой системой продукций Т (не обязательно однородной) 
Э. Пост связал следующие две основные алгоритмические проблемы. 

1) Проблема остановки. Рекурсивна или нет сово- 
купность © всех тех слов, начиная с которых процесс Т-продукций 
обрывается через конечное число шагов? 

2) Проблема выводимости. Maa каждого ли cao- 
ва а является рекурсивной совокупность ©g всех тех слов, которые 


можно получить из а конечным числом Т-продукций? 

Э. Пост показал, что существуют такие системы продукций, 
для которых обе проблемы имеют отрицательное решение (см. п.13.1). 
Однако вопрос о том, существуют ли однородные системы продукций 
с отрицательно решаемой проблемой остановки, он оставил откры- 
тым (ТАГ-проблема). Решение этой более специальной проблемы 
непосредственно следует из предшествующих результатов. 

Теорема 2 (Пост — Минский). Существует такая систе- 
ма T однородных продукций, для которой совокупность © тех слов, 
начиная с которых процесс Т-продукций обрывается, является нере- 
курсивным множеством. 

Рассмотрим какое-нибудь рекурсивно перечислимое нерекур- 
сивное множество натуральных чисел 5$ и обозначим через f(x) 
функцию, равную 0 в точках $ и не определенную вне $. Функция 
Г (x) частично рекурсивна. Согласно теореме | найдется однородная 


X 
система продукций T, перерабатывающая Aja? В%-1 В Qo, если 
хЕ5, и дающая бесконечный процесс в случае x ¢ sS. 


xX 
Обозначим через 9 совокупность всех слов вида Аза Вт 


а. 
и через Mys совокупность слов вида Аа? Ви где и Е 5. Согласно 


п. 11. совокупность 3 рекурсивна, а совокупность My (вместе 
с множеством 5) нерекурсивна. Но 3; = SM, поэтому и COBO- 
купность © нерекурсивна. 

Теорема 3. Существует такая система однородных про- 
дукций T и такое слово а, что совокупность всех слов ©, получаемых 


из а конечным числом Т-продукций, является нерекурсивной. 

Пусть g (х) — общерекурсивная функция, принимающая раз- 
личные значения при различных значениях аргумента и имеющая 
Ая совокупность 5 значений. Вводим новую Ффунк- 
цию f(x), полагая 


Г (e (п)) = 8 (п- 1) (п=0, 1, ...). 


Областью определенности функции f(x) служит множество S, 
а график ее состоит из пар (g (п), g (п + 1)) и потому он рекурсив- 
но перечислим. Следовательно, функция | (x) частично рекурсивна. 
Рассмотрим программу (1) операторного алгоритма, вычисляющего 
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функцию f (x). Пусть U — последовательность продукций, построен- 
ных, исходя из программы (1), с помощью правил (2) — (5). Вместо 
продукции (6) добавляем к U продукции, получающиеся согласно 
правилу (2) для приказа 


0: x1 | аа (8) 


Обозначим через У получившуюся таким путем расширенную CHC- 
тему продукций. Система У однородна. Берем слово Аа. ВР, 
Из (2) — (5) и (8) получаем 


0 0 0 
О м 
0)) 0)) 
-> Ара? Ве >... > Aa ВФ" |. и. 


причем в последовательности (9) начинаются буквой А. лишь явно 
выписанные слова. Пусть 0 = Aq B®- 1, За —совокупность слов, 
получаемых из а конечным числом У-продукций (то есть всех слов 


X 
последовательности (9)), Y — совокупность слов вида A;a? в 
и $ — совокупность слов вида Аза?" Bw-1 (u 5). Так как COBO- 


купность 9 рекурсивна, % нерекурсивна и 3 =%[Г Sa, то Sa 
нерекурсивна, что и требовалось. 

Теоремы 2 и 3 доказаны нами для однородных продукций 
шага 30. Если воспользоваться теоремой 3 из п. 15.2 и вместо про- 
граммы (1) рассматривать программы, составленные лишь из при- 
казов вида 


Е О 


Sa a $ x3 a 


A 6 | а, | В Е (10) 


2х of) 
перерабатывающих 2° B 2 ‚ то продукции, полученные из про- 


грамм вида (10) согласно правилам (2) — (5), (8), будут иметь шаг,» 
равный 6. Все рассуждения, приведшие нас к теоремам 2 и 3, 


2х fx) 
остаются в силе и для кодирования 2/7 22“ Таким образом, 


существуют системы однородных продукций шага, равного 6, удовлет- 
воряющие условиям указанных теорем. 

Ясно, что однородных систем продукций шага |, для которых 
были бы верны утверждения теорем 2 или 3, нет. Однако, Ван Хао 
[12], изменив систему кодирования, построил такую однородную 
систему продукций, шаг которой равен 2 и для которой проблема 
остановки не разрешима. Более того, в системе Ван Хао длины 
всех слов b4, ..., bm в преобразованиях То не превышают 3. 
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Дополнения, примеры и задачи 


_ 1. Частичная функция f (x) тогда и только тогда вычис- 
лима на двухленточной машине Минского в обычной кодировке, 
когда f (x) вычислима при помощи операторного алгоритма, прог- 
рамма которого состоит лишь из приказов вида 


НЕЕ Fa 


и стоп-приказа (Я. М. Бардзинь [5]). 

2. В работе [11] Ван Хао рассматривает нестирающие машины 
Тьюринга, которые могут менять состояния пустых ячеек, но не 
могут изменять состояний непустых ячеек. Иначе говоря, машина 
Тьюринга с внешним алфавитом {0, 1} называется нестирающей, 
если она выполняет лишь команды вида’ 


9:0 —> доТГ., чи > 9ИТе (а=0, Г е=0, +1) 


Показать, что при подходящем кодировании любая частично 
рекурсивная функция вычислима на подходящей нестирающей 
машине Тьюринга (Ван Хао [11], упрощение и обобщение 
Зыкин [37]). 

3. Если в однородной системе продукций шага W длины всех 
правых слов b; определяющих продукций не меньше W или длина 
каждого из этих слов не больше W, то проблемы остановки и выво- 
димости решаются положительно. 

4. Пусть однородная система продукций То имеет шаг | и при 
этом некоторые из правых слов b; определяющих продукций могут 
быть пустыми. Тогда условия предыдущей задачи не выполняются. 
Тем не менее и в этом случае проблема остановки решается положи- 
тельно (Ван Хао [12]). 


5. Рассмотрим следующие «упрощенные» приказы. Приказ |x 2 
пусть означает — умножить данное число на 2 и перейти к сле- 
дующему по порядку приказу. Аналогично определим приказ 


а пусть означает — разделить дан- 
ное число на 6 и перейти к выполнению приказа с номером Q; 
если же данное число на 6 не делится, то перейти к выполнению 
над данным числом следующего по порядку приказа. Например, 
серия упрощенных приказов 


x3 |. Приказ 6 


n D Е оз e 
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равносильна приказу"| x2 а (|— умножить данное число на 


2 и затем перейти к выполнению приказа с номером 4%. Анало- 
гично этому серия упрощенных приказов 


: 6 | a EE r ма : 6 В | 
Пери: | A I R 
равносильна приказу : 6 {о В |. С помощью теоремы 3 


из п. 15.2. показать, что для каждой частично рекурсивной функ- 


X 
ции f (x) существует операторный алгоритм, перерабатывающий 2° 


f(x) 
в 22 ‚ причем программа этого алгоритма состоит лишь из 


стоп-приказа и упрощенных приказов вида 


— 


3 H 6| a 


6. Алгоритм в предыдущей задаче перерабатывает числа. 
Нетрудно описать соответствующие операторные алгоритмы, пере- 
рабатывающие слова в надлежащем алфавите. Например, рассмотрим 
алфавит, состоящий из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 65, 6. Обозначим 


через i приказ — приписать к данному слову справа цифру 


1(0 << 6) и затем перейти к выполнению над полученным словом 
следующего по порядку приказа. 


Через Qo (77 Qo, 043 6, обозна- 


as | ao 


чим приказ — в данном слове выбросить первую цифру, перейти 

далее к выполнению приказа с номером %;, если отброшенная 

цифра есть i, и перейти к стоп-приказу, если данное слово пустое. 
Например, серия приказов 


ве 
ACEC Eee 


eE 
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любое слово Qo 4 A2 . . . Qg в алфавите 0, 1, 2, 3, 4, 5 перерабаты- 
вает в слово а0ба.6а26 ...а,б и в указание выполнять приказ 
с номером %. Далее, условимся каждое натуральное число п > 1 
кодировать словом 4044... а, где 


п= 40--а4:6--...- 4;-6° (0< a< 5; as >|, 
то есть кодировать «обратной» шестеричной записью п. Тогда 


приказ 


выполненному над «обратной» шестеричной записью данного числа. 
На основе теоремы 3 из п. 15.2 (см. предыдущую задачу) показать, 
что для каждой частично рекурсивной функции f (x) существует 
операторный алгоритм А, перерабатывающий слова в алфавите 
0, 1,..., 6, программа которого состоит из приказов вида 


01 95 


стоп $ 7 ; 00 


и который обратную шестеричную ‘запись произвольного числа 
gf. 


03 ` 71 Qs 6 


: Хх 
вида 2? перерабатывает в обратную шестеричную запись числа 


g Рассмотрим слова в двоичном алфавите 0, 1. Tipas i 


(i =0, 1) пусть означает — приписать i справа к данному слову 


Œo 01 Пусть 
у | M РА E АЗЫ 

означает — вычеркнуть первую цифру и перейти к приказу C номе- 
ром %;, если вычеркнутая цифраесть 1 (1=0, 1); если данное слово 
пустое, то остановиться. Беря шестеричную запись натурального 
числа и заменяя в ней цифры 0, 1, ..., 5 их двоичными разложениями, 
получим так называемую двоично-шестеричную запись числа. 
Например, двоично-шестеричная запись числа 27 есть 010011011. 
Показать, что для каждой частично рекурсивной функции f(x) 
существует алгоритм, перерабатывающий слова в алфавите 0, 1, 
программа которого состоит лишь из приказов вида 


и перейти к следующему приказу. Приказ 


стоп |, 0 > утро ao a4 
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H который перерабатывает обратную дно: шестеричную запись 
f(x) 
числа 2% B такую же запись числа ие 


8. Приказ | N a 
букву, перейти к приказу с номером Q, если вычеркнут 0, перейти 
к следующему по порядку приказу, если вычеркнута l, и остано- 
виться, если заданное слово пустое. Существует операторный алго- 


ритм, перерабатывающий слова в алфавите 0, |, программа которого 


0 1 2 


пусть означает — вычеркнуть первую 


состоит лишь из приказов вида , $ 9% 


(без стоп-приказа) и для которого совокупность слов, перерабаты- 
ваемых в пустое слово, является креативной (Шефердсон — 
Стургис [118]. 

Именно этот результат используется для построения уни- 
версальной машины Тьюринга с символами Q0, @4, Q2, аз и BHY- 
тренними состояниями Qo, 41, ..., qg, пока «наименьшей» из изве- 
стных универсальных машин Тьюринга (Триттер 1[100]). 

j 9. Каково минимальное значение п, для которого существует 
универсальная машина Тьюринга $3, с символами 0, | и состояниями 
90, 91› ---› (m? Каковы минимальные п, для которых существует 
такая машина 3, что fin нерекурсивное, креативное, простое, 
максимальное? 

| 10. Согласно Бюхи [10], регулярной системой над алфави- 
том {C}, ..., Ст! называется система, определяемая указанным 
алфавитом H системой базисных преобразований вида 


а — ви (=1, ..., 3), (А) 


где а;, b; — фиксированные слова в упомянутом алфавите. 

Бюхи показал, что совокупность слов М тогда и только тогда 
порождается конечной системой слов при помощи преобразований 
вида (А), когда М порождается конечной системой слов при помощи 
преобразований вида 


ат —> ар! (pi = Л). 


Отсюда, в частности, следует, что все совокупности, порождае- 
мые в регулярных системах конечными системами слов, являются 
рекурсивными. 


$ 16. ДИОФАНТОВЫ УРАВНЕНИЯ 


В 1900 г. на Международном математическом 
конгрессе M. Гильберт [16] выделил 23 проблемы, pe- 
шение которых представило бы особый интерес для разви- 
тия математики. 
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Среди этих проблем помещена и проблема № 10, 
сформулированная Гильбертом следующим образом: 

10. Выяснение разрешимости произ- 
вольного диофантова уравнения. Пусть 
задано диофантово уравнение с произвольным числом неиз- 
вестных и целыми рациональными коэффициентами; mpe- 
буется указать способ, по которому с помощью конечного 
числа операций можно было бы узнать, разрешимо уравне- 
ние в целых рациональных числах или нет. 

Способ (Verfahren), об отыскании которого идет речь 
в этой проблеме, мы понимаем теперь как алгоритм: 
В 1900 г. теория алгоритмов еще не была создана и речь 
могла идти лишь о положительном решении проблемы. 
Однако болыпие трудности, возникающие обычно при 
исследовании диофантовых уравнений, привели к пред- 
положению, что упомянутый алгоритм не существует. 
Ниже будут изложены результаты М. Девиса, Х. Пут- 
нама и IO. Робинсон [26], показавших, что ряд 
арифметических проблем, близких по своему характеру 
10-й проблеме. Гильберта,. решается отрицательно. Что 
касается самой проблемы Гильберта, то она пока еще 
остается открытой. 

| 16.1. Диофантовы предикаты и функции. В 10-й 
проблеме Гильберта речь идет о существовании Целых 
рациональных решений, то есть решений в числах 0, + 1, 


+ 2, ... Покажем, что эта проблема равносильна про- 
блеме существования решения в натуральных числах 0, 
1, 2, ...В самом деле, пусть для каждого уравнения 

Е (x4, АА (1) 


где F — многочлен с целыми рациональными коэффициен- 
TAMH, мы умеем решить вопрос, имеет оно или нет решение 
в натуральных числах. Спрашивается, имеет ли уравне- 
ние (1) решение в целых рациональных числах? Составляем 
уравнение 


ох. 
АО. (2) 


Ясно, что уравнение (1) тогда и только тогда разрешимо 
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в целых рациональных числах, когда уравнение (2) раз- 
решимо в натуральных числах. 

Обратно, пусть мы умеем решать вопрос, имеет или нет 
решение в целых рациональных числах произвольно задан- 
ное уравнение вида (1). Спрашивается, имеет ли уравне- 
ние (1) решение в натуральных числах? Согласно обще- 
известной теореме Лагранжа, каждое натуральное число 
представимо в виде суммы квадратов четырех натуральных 
чисел. Поэтому уравнение (1) тогда и только тогда имеет 
решение в натуральных числах, когда уравнение 


F (xit ytz +U ож) =0 


имеет решение AAi Un en Ma ta ЖИ, г, Ш) в OINA 
рациональных числах. Ввиду изложенного, ниже будет 
рассматриваться лишь задача о существовании решений 
в натуральных числах и символы (3х), (Yx), (Wx < а) будут. 
означать соответственно «существует натуральное число х», 
«для каждого натурального числа x», «для каждого нату- 


рального х из отрезка 0, 1, 2,..., а». 

Предикат P (,...,х)„), определенный на множестве 
натуральных чисел, называется диофантовым, если суще- 
ствует такой многочлен FAX; Хх, Yr -<> Ут) © целы- 
ми коэффициентами, что 
РО юра | 
И кн. ЕО. (3) 
'’ Множество М п-ок (Xi, ..., Xn) натуральных чисел 


называется диофантовым, если диофантовым является 
п-местный предикат P, истинный на и-ках из М и ложный 
на: остальных п-ках натуральных чисел. 

Из соотношения (3) видно, что каждое диофантово мно- 
жество рекурсивно перечислимо. Если бы проблема Гиль- 
берта решалась положительно, то каждое диофантово 
множество было бы рекурсивным. Поэтому для отрица- 
тельного решения проблемы Гильберта достаточно пока- 
зать, что существуют нерекурсивные диофантовы множе- 
ства. Однако пока неизвестно, существуют ли нерекурсив- 
ные диофантовы множества. 

Для краткости условимся символами #(”), y) обозна- 
чать соответственно MKU (54, ..., №), (И, ..., т). 
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Из только что введенных. определений непосредственно 
вытекает 

Следствие 1. Если предикаты P (K), О (#65), 
R (10%, 5(т)) диофантовы, то предикаты P (Y) & Q (°), 
P (™) V Ч (<), (3%... Ym) R (#09, y) также диофан- 
товы. Если Е (#9), G (g) — многочлены с целыми коэффи- 
циентами, то предикаты S (g), T (5) U (r), определенные 
соотношениями 


$ (#2) < F m= a r), 
T (#@)) <> F (r™) + С (g ™), 
U (£) <> F (™)< G (10°), 


диофантовы. 
В самом деле, пусть 


Р (5) —> (396”)) (Н (1, 9”) =0), 
Ч (50°) < (38°) (L (а, 3) =0), 
где H, L — многочлены с целыми коэффициентами. Тогда 
P (™) & Q (#2?) <> (I) (33) (H +L=0), 
P (Е) VQ (™) <> (39) (33) (H-L=0). 
Далее, имеем 
Т (#2) <> (35) (E—0)}= y+ l), 
О (#2) <> (3y) (1 +y +F=0), 
что и требовалось. 


Числовая функция Î (X1, ..., Xn) называется диофан- 
товой, если (п + Г)-местное отношение y = f(x, ..., Xn) 
диофантово. 


В частности, отсюда вытекает, что каждый многочлен 
с целыми коэффициентами является диофантовой функцией 
от своих аргументов. | 

Теорема 1. Суперпозиция диофантовых функций 
есть функция диофантова. Если предикат P (1) и функ- 
ции ` Е! (0), ..., Fa (£) диофантовы, то предикат 
P (Е, (£), ..., Fa (£™)) также диофантов. 

Действительно, пусть функция F(g™) и функции 
Е; (g1) диофантовы. Так как отношение 


y =F (F, (£), ..., Fn (™)) 


$ 16] ДИОФАНТОВЫ УРАВНЕНИЯ | 353 


для натуральных X1, ..., Xm равносильно отношению 
(32. а) Г ((и—Е (8121 ,..., 8121) + 
21; eo En == ] 


+ È (e:z;— Fi (£0™))?) =0 


а это последнее отношение в силу следствия 1 диофантово, 
то функция Р(Ё!,..., Fa) диофантова. Аналогично дока- 
зывается и второе утверждение теоремы. 

Теорема 2. Функции х— у, |x ly], rest (х, y), с (x, y), 
Их), г (x), T(x, y) диофантовы. 

В самом деле, 


2=х— у <> (х<у&г=0) У х=а-и, 
2 = [х/у] <> (у=0&г=х) \/ (Зи) (х=уг Риби y), 


rest (x, у) =х- у: ix/y], с (Хх, у = [ EH a j 


ZES a (Зое (2-х), 
Е e ee EGE аи 


P (x, y)=rest (Z (x), 1+ (y+ 1) r (x)). 

Применяя следствие | и теорему 1, непосредственно 
убеждаемся, что стоящие справа от знака <=> формулы 
представляют диофантовы предикаты. 

Обозначим через А совокупность всех степеней числа 
rA =l На, .} и пусть А’= N— A. Интересно 
отметить, что множество А’ диофантово, так как 


ХЕ А’ <> (Juv) (x = (2u + 3) v). 


В то же время пока неизвестно, является ли диофантовым 
множество А. В частности, неизвестно, является ли диофан- 
товой функция 2“ (ср. IO. Робинсон [88]. В настоя- 
щее время, по-видимому, неизвестен ни один конкретный 
диофантов предикат, имеющий недиофантово отрицание, 
хотя очень просто доказывается (неконструктивно)_ 
‚Теорема 3. Существуют диофантовы предикаты, 
отрицание которых недиофантово 
Допустим противное, то есть допустим, что для каждого 
многочлена Р (+, 9) с целыми коэффициентами существует 


23 А. И, Мальцев 
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такой многочлен F* (+, 94.) с целыми коэффициентами, что 
—1(39) (F (£, 9) =0) <> (391) (F* (£, 91) =0) (4) 
и, следовательно, 
(dy) (F (£, 9) =0) <=> (Yy) (F* ($, 91) = 0). (5) 


Покажем, что в таком случае каждое арифметическое 
множество (п. 13.3) будет диофантовым. Рассмотрим, 
например, предикат 


где С — многочлен. На основании (4), (5) имеем 


(Му) (3%) (G (Е, у, )=0) <= (V9) (Мы) (G* (£, у, 4) 52 0) =. 
<> O (39) (3%) (G* (£, 9, $) =0) <> (3%) ((** (£, $2) = 0). 


Изложенные преобразования показывают, YTO и B фор- 
мулах с более сложными приставками вида VJ, ЗУЗ ит. д. 
кванторы всеобщности можно постепенно заменить кван- 
торами существования и тем самым каждый арифмети- 
ческий предикат представить в диофантовом виде. Мы при- 
шли к противоречию, так как все диофантовы предикаты 
рекурсивно перечислимы, а среди арифметических преди- 
катов согласно п. 13.3 есть и не рекурсивно перечислимые. 

Существует предположение, что все рекурсивно пере- 
числимые предикаты диофантовы. Указанные в теореме 2 
функции имеют медленный рост. Ю. Робинсон 
[88] показала, что если существует хотя бы одна диофан- 
това функция, растущая не медленнее 2%, то все рекур- 
сивно перечислимые предикаты диофантовы и проблема 
Гильберта решается отрицательно. 

В связи с теоремой 3 введем следующее понятие, которое 
будет нам полезно ниже. 

Предикат P (x1, ..., Xm) условимся называть дважды 
диофантовым, если он сам и его отрицание диофантовы. 
Соответственно этому, функцию [ (x1, ..., Xn) будем назы- 
вать дважды диофантовой, если отношение f (хи, ... 
..., №) = Xn+1 Дважды диофантово. 

Из этого определения видно, что предикат P (х1,..., Xm) 
тогда и только тогда дважды диофантов, когда существуют 
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такие многочлены F, G с целыми коэффициентами, что 


Ре 
<=> (Зи, e.s Ys) (F (хи, .. Ат; И... Ys) = 0), (6) 
т 


Л В И 


Так как дважды диофантово множество и его дополнение 
диофантовы, а диофантовы множества рекурсивно пере- 
числимы, то каждое дважды диофантово множество рекур- 
сивно. Верно ли обратное — неизвестно. Теорема 3 утвер- 
ждает существование диофантова множества, не являюще- 
roca дважды диофантовым. Если бы все рекурсивные 
множества были дважды диофантовы, то упомянутое JHO- 
фантово множество с недиофантовым дополнением было 
бы нерекурсивным и проблема Гильберта решалась бы отри- 
цательно. . 

Изложим несколько простых свойств дважды диофан- 
товых множеств и функций. 

_ Теорема 4."Конъюнкция, дизъюнкция и отрицание 
дважды диофантовых предикатов являются дважды дио- 
фантовыми предикатами. Суперпозиция дважды диофан- 
товых всюду определенных функций есть дважды диофантова 


функция. Если предикат P (м, ..., Xm) и Функция 
f (xi, ...Хт) 0важды диофантовы, то предикат 
Р(Р(%,..., Xm), X2, ..., Xm) Также дважды диофантов. 
Докажем, например, последнее утверждение. Имеем 
РО rita => 
<> (3u) (f (ха, ..., Xm) =U & P (и, д», .- -s Xm)) (8) 
а а ВЕ 


Е A UN PU, Aies e Aa 


По условию существуют такие многочлены F, G с целыми 
коэффициентами, что 


АЖ жире №2, ..., Xm) <=> 
к РЕНО 
мы Па 


С E E A A E 
23% 
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Сравнивая эти эквивалентности с соответственными 
эквивалентностями (8), (9), видим, что предикат P (F (ж, ... 
.... Xm), №2, .... Xm) Представим в формах (6), (7) и, следо- 
вательно, этот предикат дважды диофантов. 

Теорема 5. Каждый многочлен с целыми коэффици- 
ентами является дважды диофантовой функцией. Отношения 
x < у, x= y u функции [х/У], rest (x, y), L(x), r(x), Г (x,y) 
дважды диофантовы. 

Действительно, 


y =f (£) > y— (р) =0 <> (Y2) (z+ 1— (y — f (£)? = 0), 
х < у 4 (Jz) (x+z+1— у=0) < (Vz) (x —y—z2 +0), 
z=[x/y] <> (zy<x& x< (z+ Пу) V (у=0&г=х), 
rest (x, и) =x — [х/у] и, 
y =i (x) < (32) (c (y, г) —х=0) <> 
—> Na Wa elz WN ALN z= y 
Г (x, у) = rest (Z (x), 1+ (y+ 1)r (x)). 


Ясно, что если предикат P (xi, ..., Xm) дважды дио- 
фантов, то предикат (Эх) Р (хи, ..., Xm) диофантов. 
Однако ввиду теоремы 3 последний предикат, вообще 
говоря, не будет дважды диофантовым. _ 

16.2. Арифметическое представление. Уже гово- 
рилось, что существует гипотеза, согласно которой каждое 
рекурсивно перечислимое множество допускает диофантово 
представление. Вопрос об истинности этой гипотезы пока 
открыт. Однако можно доказать, что каждое рекурсивно 
перечислимое множество допускает арифметическое пред- 
ставление, отличающееся от диофантова лишь двумя кван- 
торами. Это представление лежит в основе вывода ряда 
других представлений для рекурсивно перечислимых 
множеств. 

Теорема 1 (Девис 1[23]). Для каждого рекур- 
сивно перечислимого множества М существует такой 
многочлен F (х, у, Z, №, ..., Xn) с целыми коэффициента- 
ми, что 


хЕМ <> (3) (Yz < y) (3х)... 
s e (Jen) (E (4, У, Z Xis .... №) =0),. (1) 
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где кванторы 3, М, как и всюду, относятся к множеству 
натуральных чисел. 

Посмотрим сначала, что дает эта теорема для проблемы 
решения алгебраических уравнений в натуральных числах. 
‚Берем в качестве М какое-нибудь нерекурсивное рекур- 
сивно перечислимое множество и строим соответствующий 
многочлен F. Рассмотрим следующую задачу: для произ- 
вольно заданного натурального х узнать, будет ли разре- 
шима в натуральных у, х;; система уравнений *) 


ЕЦ, у, 0, Xoi» ...э 0: 


F(x, ДУХ 5... Хы) =0, 
(x, y 11 т) (2) 


ЕО жа): 

Согласно теореме 1 разрешимость этой системы равносильна 
принадлежности числа х множеству М. Значит, задача 
о разрешимости указанной системы для произвольно задан- 
ного числа х не имеет алгоритма для своего решения. 

Перейдем к доказательству теоремы 1. Рассмотрим 
функцию f(x), равную O для ХЕМ и неопределенную 
для ХМ. Эта функция частично рекурсивная и потому 
согласно теореме 2 из п. 14.3 существует операторный 
алгоритм, перерабатывающий 2% в 2/>) и имеющий npo- 
грамму вида 


0: стоп 


где С; означает одну из операций X2, X3, X5, :30. 
Эти операции перерабатывают число вида 2".37.5” в число 
того же вида. Поэтому, начиная согласно указанной про- 
грамме перерабатывать пару (2%, 1), мы после n-ro шага 
вычислений будем иметь пару вида (2%з.3%:.5%, c), 
где 2\37з30%з — полученное число, а с, — номер приказа 
в программе (3), который следует выполнить на следую- 
щем шаге. 

Обозначим через P, (и, v, w, с, и’, 9’, Ww’, г’) предикат, 
истинный тогда и только тогда, когда пара (2*-3°-5”®, с) 


; i С а! b; y Deg n: Gi An D ) (3) 


*) Число уравнений в этой системе, равное у--1, тоже является 
искомым. 
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переходит в пару (2% -3% -5W, с’) в результате выполнения 
приказа с номером с из программы (3). При этом будем 
считать P, (и, v, w, с, и’, 9’, W’, с’) ложным для любых 
и", и’, W, с’, если с > п; а для с = 0 положим P, истинным 
Хин тогда когда: e= нии оо. 

Покажем, что предикат P, диофантов. Для каждого i, 
ти введем предикат Ро мо. и, С), 
равносильный утверждению 


сара ри ии, ше, 


и покажем, что предикаты PÌ, Ру,..., P? диофантовы. 
Для P? это очевидно, так как согласно сказанному 


Рю, ©, си оо) aa 
— с =с' =Оби=и’' бо=у’бю=и,. 
Рассмотрим P} для i>1. В соответствующем приказе 


Г: ai 


$; символ Či может иметь одно из четырех значе- 


ний: X2, X3, X5, :30. Допустим, что упомянутый приказ 


имеет вид 
S Ai | Oi . 


Следовательно, если с = i n число 9%.3°.5® делится на 30, 
то пара (2“.3?.5%, с) перейдет в пару (2% 1.31.59, а,). 
Если же указанное число не делится на 30, то упомянутая 
пара перейдет в пару (2“.3?.5®, В). Иначе говоря, в рас- 
сматриваемом случае отношение Р? (и, v, w, с; и’, и’, ш', с) 
равносильно выражению 


c=i& (и > Обо 0 w> u =u lv = 
=v — 1 & w =ш—1&с’=а;) & (и-о-ш=0->и' = 
=ибо' =u w =ш&с' = bi) 


эквивалентному формуле 
c=i&u-v-w=0 \/ (ии +1 &v=v +l & w= 
=w + l1 &c' =a) & (u> 0&v >04 w> 0) V (u= 
=u & v =V &w=w Ac = bi). 
Согласно предшествующему пункту предикаты с = t, 
и `> 0, u = u' + l uT. п. диофантовы, конъюнкции и дизъ- 
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юнкции их также диофантовы. Следовательно, предикат Pi 
диофантов. 
Допустим теперь, что рассматриваемый приказ имеет вид 


i y E a, 


В этом случае пара (2”-3°.5®, с) переходит в пару 
(271597. 02, а), предяват РЕ о, ии, юра) 
записывается в виде 

=u =и-1 “и = оби’ =шас = а, 
и потому является диофантовым. 

Случаи 5; = X3, X5 рассматриваются аналогично. 
Поэтому можно считать, что диофантовость всех предикатов 
Pi доказана. Но 


Ро РР 0". 


поэтому предикат P, также днофантов. 

Обозначим через P, (и, V, W, с; и’, и’, и’, с’) предикат, 
который при CKN истинен тогда и только тогда, когда 
пара (2*.3?.5”, с) переходит в пару (20 -320w с’) 
после s шагов переработки по программе (3). Вводя обозна- 
чения ti = (хи, Хр, Хз, хи) и принимая во внимание 
смысл отношения Pi, видим, что отношение P+ (£, 9) 
равносильно формуле 


(Эро... #з) (Рл (#, #1) & Р: (#1, 12) &... & Ри», 9)). (4) 


Согласно основному свойству функции ее Г т 3 


(п. 3.3) для любых натуральных х;; (i = 0, 1, нь 
= |1, 2, 3, 4) существует такое а, что 
ГЕО ль мк: ЕЕ СО 
и, следовательно, 
Irec a mM. пе ы 


Te С“, Си, Сао, Саз, Си — нумерационные функции, опре- 
деленные в п. 3.3, причем #5 = £, ts41 = 9. Все эти 
функции являются суперпозициями функций с, l, Г, AHO- 
фантовость которых была установлена в предшествующем 
пункте. Отсюда вытекает, что функции C; (Г (x, y)) также 
диофантовы. 
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Из разрешимости относительно а системы (5) следует, 
что формула (4) равносильна утверждению 


(За) (М: < 5) (Р. (а, (а, 1),..., а (а, 2), а, (а. 1-1), ... 
‚ d, (а, i+ 1)) &х, = а, (а, Ри. ‚ука (а, 9) A y= 
=d, (a, s+ 1) & .& Y, = d, (а, $ $-1)), (6) 


где 4; (а, 1) = с,; (Г (а, 1). 

Условие x€ M означает, что процесс переработки Yer- 
верки (х, 0, 0, 1) на подходящем ($ + 1)-м шаге обрывается, 
то есть найдется такое $, что в получающейся на (s+ 1)-м 
шаге четверке (Y1, Y2, Из, ya) имеем Yy, = 0. Иначе говоря, 
формула (6) дает 


x€ M <> (35) (За) (УЕ < s) {Р. (а, (а, i), ... 
., 44 (а, 1), а, (а, #1), ..., а (а, | 1)) &х=а, (а, 0) & 


о. = Аз (а, o | =d, (а, 0) & 0= d, (а, s+ 1)}. 
(7) 

Мы уже видели, что предикат Р., функции ds (а, i) 

и отношения x = d; (а, 0), ‚ 0 = d, (а, $ + 1) диофан- 

товы. Поэтому выражение, стоящее в формуле (7) внутри 

фигурных скобок, представляет диофантов предикат от пере- 

менных х, Г, а, $. Обозначая этот предикат через Q, имеем 


xE M <> (3s) (За) (У: < $) Q (x, а, i, s). (8) 


Но утверждение о существовании пары чисел S, а равно- 
сильно утверждению о существовании числа у = с (s, а), 
являющегося номером этой пары. Поэтому из соотношения 
(8) получаем 


x€ M <> (39) (У! < 1(4)) 9 (x, г (y), i LU) > 
<> (3y) (Vi <y) Q (x, r (y), i, [()) V i>L(y)). (9) 
Предикат Q (x, r (y), i, L (y)) V i >œ L (y) диофантов и, сле- 
 JOBATEJIbÞHO, его можно представить B виде 
ое ео (10) 
где К — подходящий многочлен с целыми коэффициентами. 


Соединяя формулы (9) и (10), приходим к требуемой фор- 
муле (1). 
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С помощью неболыших формальных преобразований 
(Девис [23]) из теоремы 1 легко получается. 

Теорема 2. Для каждого рекурсивно перечислимого 
множества М существует такой многочлен @ с целочислен- 
ными коэффициентами, что 
EM => (39) (9259) (3459). 

и) G n и 

Согласно теореме 1 существует многочлен F, удовле- 
творяющий соотношению (1), и потому утверждение хЕМ 
равносильно разрешимости при некотором у системы урав- 
нений (2) относительно х;; (= 0, ... у] =1,..., М). 
Обозначая через и число, большее каждого числа А 
видим, TO соотношение (1) влечет 


xE M <> (3y) (3u) (Vz < y) (3x, < и)... (3х. < и) (F =0). 


Вводя вместо пары чисел y, и ее номер v= с (y, u), 
приходим к заключению, что отношение х Е М равносильно 


формуле 
(do) (Уг< К(и)) (3х. Sr w). 
o (Чхь SPONE Q Фе Zir жж 


которая, в свою очередь, равносильна выражению 


(30) (Nz < а) (3х. <о)... (3х, <) (3%. <) 
(3%. < о) (с (мл, ®>) =о& КЕ (Хх, в, 2, ха, ..., ЖЖ) = 0) \/ 

V (< 23] x Зи. $4... &Xn Kw). (11) 
Так как внутри формулы (11) 
WALAKUA 

< (Jw; < v) (Jw, < v) (w +w + 1 =z & z+ w, =0), 

xi LW, <> (Jy: X V) (xi + Yi = w2), 

TO ; 
wı <z v <> (Jw; <v) (Jw, < v) (U =0), 


VLN a ai KAn A (ео V= 0h A) 
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n 
где через (3 y:<v) обозначено слово (Jy,< 0)... 


... (3/1, < 9) и положено 


U = (w, +w + 1—2} + (z +w,— 0}, 
V = (x4 + yı — w)” + ... -+ (£n + Yn — №5). 


При помощи соотношений (12) формулу (11) приводим 
к виду 


n n 4 
(35) (Yz <v) ао (39:55) (3 w<) 


(4 (с (W1, W) — и)? +U (F? (x, Wis Z, Xis .... Xn) + У? =0)), 


удовлетворяющему теореме 2. 

Приведенные выше доказательства теорем | и 2 являются 
конструктивными. Это значит, что, имея программу опера- 
торного алгоритма, вычисляющего частичную характери- 
стическую функцию f(x) множества М, мы в принципе 
можем написать многочлены F и G, удовлетворяющие 
требованиям теорем 1, 2. Однако эта возможность лишь 
принципиальная, так как если взять какую-нибудь из ныне 
известных программ, отвечающих нерекурсивным множе- 
ствам М, и. построить многочлены F, С по правилам, изло- 
женным в доказательствах теорем 1, 2, то такие много- 
члены окажутся слишком сложными. Задача о нахождении 
более или менее простых многочленов (например, не- 
высокой степени и с неболышим числом переменных), 
дающих нерекурсивное множество М, до сих пор, 
по-видимому, не решена. 

16.3. Представимость натуральных чисел мно- 
гочленами. Говорят, что число а представимо многочленом 
Е (x4; .. ., Xm), если существуют такие натуральные чис- 
а, а Е ав © 65 eH 
истинна формула 


(Зе, ЧЕКЕ а). 


Говорят, что совокупность натуральных чисел М пред- 
ставляется многочленом К, если М есть совокупность 
всех тех натуральных чисел, которые представимы много- 
членом F. В теории чисел для ряда многочленов F исследо- 
вался вопрос о том, представимы ли этим многочленом 
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все натуральные числа. Например, теорема Лагранжа, кото- 
рой мы уже пользовались, утверждает, что многочлен x} 

-- х, tH х; -- х. представляет каждое натуральное число. 
Естественно возникает вопрос: нельзя ли указать алгоритм, 
посредством которого для любого заданного многочлена 
с целыми коэффициентами можно было бы сказать, пред- 
ставляет или нет этот многочлен все натуральные числа? 
Следуя Х. Путнаму [77], мы покажем, что этот вопрос 
решается отрицательно. Сначала докажем следующую 
_ теорему: 

Теорема 1 (Путнам 1[77]). Для каждого рекур- 
сивно перечислимого множества М существует такой 
многочлен F (x, Y, Zi, ..., Zn) с целыми коэффициента- 
ми, что 


Е a ANGT E U ae m A OR 


Согласно теореме Девиса (п. 16.2) можно найти такой 


многочлен С (x, у, Z, X1, .. . Xm) C целыми коэффициен- 
тами, что 
хХЕМ <> (3и) (У2< и) (3х, ... 

о R EOE E 


При заданных y u 2<у обозначим через х„; натураль- 
ные числа, удовлетворяющие согласно (2) уравнению 


#82 У, 2, Ха, ...-) Ха) = 9: 
По основному свойству функции Геделя Г (а, £) системы 
Pia sjeta о er) 
имеют натуральные решения Q4, .. ., Am и потому 
xE M <> (3y) (За!) ... (Зам) (Yz < y) 
IG (х, у, г, Г (а, г), edm 2 =0} 

HJIH 
x€ M < (Зи) (За!) ... (Jam) (W2) 

ево. Го 


Согласно теоремам 4, 5 из п. 16.1 выражение, стоящее 
в фигурных скобках, представляет дважды диофантов 
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предикат и потому равносильно формуле вида 
И а р а пати ПЕ 


где Н — многочлен с целыми коэффициентами. Подставляя 
(4) в (3), получим 


ХЕМ <> (Зи) (3а,)... (Зат) (Уг.) ... (Мг,) 


<, обо Ор 
Вводя вместо строки (у, а.,..., аш) ее номер 
u = C€ (Y, а, ..., ат), будем иметь 


xE M <> (3u) (Wz,) ... (М2г.) 

{H (x, Cm+11 (И), +... > Cmti m+ (И), Zis <- 3 25) #0}. 
Предикат, стоящий в фигурных скобках, дважды диофан- 
тов и потому может быть заменен выражением вида 

И оба. 29, 
где F — подходящий многочлен с целыми коэффициентами. 
После указанной замены формула приобретает требуемый 
вид (1). 

Теорема 2. Для каждого рекурсивно перечислимого 
множества М существует такой многочлен с целыми козд- 
фициентами G (x, 2, ..., Zm), что 

LEM ES ANDAR 2.0 

Сначала согласно теореме | найдем такой многочлен F, 
чтобы | 

LEM <S (1N ое 2-0) 

и, следовательно, 

Ем < (92.20. 

Теорема 2, очевидно, будет доказана, если будет дока- 
зана следующая формула Путнама: 

(38) (F (x, y, $3) =0) <> (3+) (Jui, ..., ма) 
(G (x, ил, Uz, из, и, $) =y), (6) 
Е eT GRS 
G(X; и, ...) Uga ву 
= (1 — Ех, u4 u4 R 4 и, FaF uta 1. 
(7) 
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Пусть для некоторых натуральных х, У левая часть 
эквивалентности (6) истинна и, следовательно, для подхо- 
дящих $ F (x, y, $) = 0. По теореме Лагранжа найдутся 
такие натуральные U1, U2, Из, ил, чтоу = ui + и + u3 + už. 
Из (7) получаем 


С (х, Ugs o -vr Ш 4) =(1— F? (x, у, ати —1 в 


и потому правая часть эквивалентности (6) истинна. 
Обратно, пусть для некоторых натуральных х, у правая 
часть эквивалентности (6) истинна и, следовательно, 


(1 — F? (x, ui +u и и, $)) (ши + ща) =у-+1 
(8) 


для подходящих натуральных U4, ..., U, Правая часть 
этого равенства — число положительное. Поэтому первый 
множитель в левой части также должен быть положительным 
числом. Но это возможно только в случае, когда 


F(x u +u Fau) 0, 


и тогда из (8) дополнительно получаем из + и? + из + u? = 
= у, откуда F (x, и, 3) = 0, что и требовалось. 

Следствие. Не существует алгоритма, позволяю- 
щего для любого заданного многочлена с целыми коэффициен- 
тами узнать, представляет этот многочлен все натураль- 
ные числа или нет. | 

В самом деле, берем какое-нибудь нерекурсивное рекур- 
сивно перечислимое множество М и строим для него много- 
член G, удовлетворяющий условию (5). Берем некоторое 
число а и рассматриваем многочлен G (а, Zi, ..., Zn) 
от переменных 21, ..., Zn. Формула (5) означает, что 
a¢ М тогда и только тогда, когда многочлен G (а, 21,... 

.. Zn) представляет. все натуральные числа. Если бы yno- 
мянутый алгоритм существовал, то при его помощи мы бы 
могли решать и вопросы о вхождении числа в М, что проти- 
воречит нерекурсивности множества М. 

16.4. Показательные уравнения. Показатель- 

ными уравнениями называются уравнения вида 


Ре. ‚ Xn, ХТ, 1 узыну ЖП) =, (1) 
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где Р (%1, ..., Жь, Хи, №12, ..., Хт) — некоторый MHO- 
гочлен от переменных Xi, Xi; 1] =1,..., n) с целыми 
рациональными коэффициентами. При этом полагают, что 
x? = | для всех целых х, в частности, 00. = 1. Обычно 
ищут натуральные решения уравнения (1). Типичными 
примерами показательных уравнений могут служить урав- 
нения 


LY =, (2—х) (м —у)=0, + РО. 


уже рассматривавшиеся в литературе. 

Из определения видно, что каждое диофантово уравне- 
ние является показательным. Выше отмечалось, что про- 
блема существования алгоритма для ответа на вопрос о раз- 
решимости произвольно заданного диофантова уравнения 
пока остается открытой. Для показательных уравнений 
положение иное. Сравнительно недавно М. Девис, 
X. Путнам и IO. Робинсон [26] показали, что 
проблема разрешимости в натуральных числах Mpo- 
извольно заданного показательного уравнения алгорит- 
мически неразрешима. Ниже приводится доказательство 
этой замечательной теоремы, принадлежащее упомянутым 
авторам. 

Предикат P (x1, ..., Xm), определенный на множестве 
натуральных чисел, называется показательно диофанто- 
вым, если существует такой многочлен F от переменных 
Xi, Xi; (i, j=l, ..., N) с целыми коэффициентами, что 


Pito ани. a Mn) 


(Е, - 2. Aar t A ..., м) = 0; 


Числовая функция f (Xi, ..., Xm) называется показа- 
тельно диофантовой, если отношение] (X4, ..., Xm) = Xm+i 
показательно диофантово. 

Отсюда следует, что все диофантовы отношения и функ- 
ции являются показательно диофантовыми. 


Теорема 1. Если предикаты Р (жм,...,^), 9 (is: 
у. в ОНИ ее Хы), ; 
...) ba (4, ..., Хш) показательно диофантовы, — то 
функция | 


бе Е, о Я) 
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и предикаты 


P (Xi; а IE SA а, 
Роны 
РА a a hih 
P (Rira О ana 
81 (xi; +...) Xm) = 82 (41; ...) Xm)» 
Ein ra a R a e a AM) 


также показательно диофантовы. 
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Доказательство такое же, как и доказательство соот- 
ветствующей теоремы о диофантовых функциях и пре- 


дикатах в п. 16.1. 


Из теоремы 1, например, вытекает, что показательно 
диофантовыми являются следующие функции и отношения: 


25, (25 1)=, (354102, 3 < 29, 


Мы хотим, следуя Девису, Путнаму и Робинсон, дока- 
зать, что показательно диофантовыми являются все ча- 
стично рекурсивные функции и рекурсивно перечислимые 


предикаты. 


Лемма 1 (IO. Робинсон 1[88]). Функция 


Е ) SR Ia 


от переменных п, Е показательно диофантова. 
Пусть 0 < < п, тогда ; 


ОпЕ (1 4 ое = 


— Оп 5 ( 3 9-—ni < ( : ) 2n (k-i) 4 (2n —1)/2r. 


Следовательно, 


k 
[278 (1 + 2-")”] = OS (#1), 
2G) 


где [x] — наибольшее целое число, не превосходящее x. 
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_ При тех же предположениях 0 < < ип аналогичным 
путем получаем формулу 


Е—1 
2n [28-1 (1+ 2-п)я] — х мо 


и, следовательно, 
(в) =" 2") 2 [27-0 (1-42-")*]. (1) 


Из справедливости формулы (1) для 0 < k < п вытекает, 
что для произвольных А, п имеет место эквивалентность 


g = (n<k&k>08&y=0)V(k=0&y=!1)V 


V (n>k&k>08&y= aA 


To Poemy 


gn? 


Все отношения, стоящие здесь справа от знака <>, 
являются показательно диофантовыми. Поэтому и функция 


n 
( 3 показательно диофантова. 


Лемма 2 (IO. Робинсон 1881). Функция y = x! 
показательно диофантова. 
Докажем формулу 


ти НЫЕ (2) 
При x = 0 эта формула очевидна. Пусть x >0. Тогда 

11—60) =—1-90 для 0<0—= 1, 

(1+0) < 1-20 для 0<0<1, 


и<=/(")=м/(1-т) (1-2)... (1) < 
| <a (i= < (1+ < 
< (1+2) <и+1. 
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Полагая в формуле (2) r= (2 (x -+ 1))*"", получим. 


х1= [ (2 (+ ijet /( © ин )] 


На основании теоремы 1 и леммы | заключаем, что функция 
x! показательно диофантова. 

Лемма 3. Отношение между числами X, у, о. 
выражаемое формулой 


* (PH) & p> qk, 


является показательно диофантовым. 
Пусть a = p/q, а > k. По формуле Тэйлора с остаточ- 
ным членом в OPNS Лагранжа имеем 


А (рав У z Jaz 2H 
j=0 
Ghea- 


k 
sX У S > a?k—2i+1 -|- Q'aktiq 12а-—1, (3) 
j=0 


где 0<0<1, O<0’<1. Положим 


k 
S E UE Ea 28—21 
a (а) 2 Ja (4) 
и будем искать такое целое а, чтобы 
S; (а) = [a™"*! (1 -- a™?)®], (5) 
Spr (а) = fa T a, (6) 


Допустим, что а делится на 4^Ё!. Тогда S в (a) И Sp (а) 
будут целыми числами (см. формулу (4)). С другой стороны, 
если а >27 Е то остаточные члены в формуле (3) 
и в аналогичной формуле для К — 1 будут меньше чем 1. 
Таким образом, формулы (5) и (6) истинны для а= 


=2Ppř1g"k!. Но из (4) следует 
г > = a'S, (а) —aSp- (а). 


1/5 24 А. И. Мальцев 
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Все функции, встречающиеся в этой формуле справа от знака 
равенства, являются показательно диофантовыми и лемма 


3 доказана. 
Лемма 4. Функция p (а, b, у), определенная paeen- 
ством 


$ (а, b, ) = П (a+b), 


является показательно диофантовой. 
Это непосредственное следствие прах лемм и 


формулы 
\ о. а/ь- у 1 
I (a -+ bi) — ( y ) ab”y!. 


Перейдем к доказательству основного результата. 

Теорема 2 (Девис — Путнам — Робинсон [26]. 
Каждый рекурсивно перечислимый предикат показательно 
диофантов. 

Достаточно рассмотреть случай, когда предикат одно- 
местен, и потому эквивалентен отношению ХЕМ, где 
М — рекурсивно перечислимое множество чисел. Согласно 
теореме Девиса (п. 16.2) существует такой многочлен 
F (x, Y, Z, X1, ..., Xm) C целыми коэффициентами, что 


xEM <> (3y) (Wz < у) (3x1 < y)... (3х. < y) (@=0). 
Поэтому остается лишь Доказать, что отношение 


Msp (Чак). ии бо =) 


показательно диофантово. 
Пусть и — степень @, $ — сумма абсолютных величин 


коэффициентов G. Полагая 


H (x, у) = ($1) (x+ 1)" (y +1)“, 
будем иметь 
H (x, y) > 
(Vz < y) (Yx <)... (Vám < y) (|G (x, у, г, хи, ... 
., Xm) |S H (х, y)). 
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Докажем, что имеет место эквивалентность 


(Уг< и) (9х, < у)...(Эхт < 9) (G (x; у, Z, ма, +., Xm) = 0) <> 
<> (90 (За) За Нота 
y+i 
&1+(1+0)t= | а-+й)& (1+ (1-Е0)8 [С (x, Y, с, dis... dm)& 
T= 
&(ЕНа--9 0 | (a 4... а Atot) L (amd). (7) 
T 1ŢȚZy 
Пусть для некоторых х, Y правая часть этой эквивалент- 
ности истинна. Покажем, что левая часть также истинна. 
Рассмотрим какое-нибудь натуральное 2, не превосходящее 


у, и пусть р, — простое число, делящее l1 + (z+ 1) Е. 
Тогда, полагая 


rest (а, р)=х  (=1,.... т), 
достаточно показать, что 


Xz; [Y | (8) 
И 


ЕТ Е PENE P SE ры (9) 
Согласно (7) pz делит pi (a;—i) и потому pz|ą;—i 
i<y 


для подходящего i, OKi<Ky. Следовательно, 
ева: р reSt S< 


и (8) доказано. 
Далее, из (pz, = 1 a t=H (x, и)! следует р, >H (x, и). 
Так как xz; &yY, 2<у, то 


| (X, Y, Z, Хау -<3 Xem) |S H (x, У) < р». (10) 
Ho I+ (C+ DE=0 (moddi 2-10, поэтому 
c= 2z (mod 1+ (2-1) Ё) и с= 2 (тоар.). Так как 
Ха == а; (то4 р.) и П--И-С)Ь|С(х, Y, с, аа, ..., ат), 
то 
О Е И: А — 0 (mod p2). 


Из (10) и (11) получаем (9). С (11) 
| 24* 
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Обратно, предположим, что для фиксированных х, у 
левая часть эквивалентности (7) истинная и, следовательно, 
для каждого 2 = 0, 1,..., у существуют числа хи, ... 

2: Мне: Такие. ЧТО 


G(x, У, 2, Х24, .-.) ине: 


Полагаем H (Хх R определяем с из условия 
y+-1 
1-+(e+1)t= |[ 0 +ð. 


Тогда для каждых i, |<у, ij, числа I+ ЕЕ 
и l + (j -+ 1) £ взаимно просты. | 

Действительно, если простое число р делит одновремен- 
но указанные числа, то р делит и (j — i) t. Но 


1—1 <у<Н (x, у), t=H (x, у), 


поэтому р делит и число Ё что невозможно, так как р 
не может делить одновременно Ёи 1- (1-1) &. | 

Итак, числа 1 - (i -+ 1) для = 0, 1,..., у попарно 
взаимно простые. Согласно известной теореме об остатках 
(см. п. 3.3) отсюда следует существование натуральных. 


чисел Q, >.. Qm, Удовлетворяющих сравнениям 
а; = xz; (mod (1 + (z+ 1)£)) (2=0, 1,...,y;i=1,2,..., m). 
(12) 
Как и прежде, c= z (mod (1 + (z -+ 1)0), поэтому 

G (x, у, С, Ai, ...) Am) = С (х, у, Z, Xz > oa $ Xzm) = 


= 0 (mod (1 + (z+ 1) £)) 
для z=0, ..., y. Так как модули взаимно просты, TO 
1-е ИС (хо, Y, с, a:<- ат). 
‚Аналогично, из (12) имеем 
1+ (2+ На; —хл, aS Y 
и потому 


нений Пе 
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для каждого z< y. Так как эти делители попарно взаимно 
просты, то 


У--1 yY 
L ail E a y 


и потому правая часть эквивалентности (7) истинна. 

Для окончания доказательства теоремы остается лишь 
проверить, что все отношения, находящиеся в правой 
части эквивалентности (7), показательно диофантовы. Пока- 
зательная диофантность первых трех отношений, участвую- 
щих в этой части, была установлена выше. Что касается 
остальных отношений, то они также показательно диофан- 
товы, так как 


‘нато @ 2 => и <9\ 


yY 
Vu) (u =y ut 1814 (1+0) #| Ц e1). 
Теорема доказана. 


Дополнения и примеры 


1. Для любого целого w> 2 совокупность натуральных 
чисел, не являющихся степенями Ww, диофантова. Будет ли для 
какого-нибудь Ww > 2 совокупность всех степеней  диофанто- 
вой — пока не решенная проблема (IO. Робинсон [88]). 

2. Для каждого п > 1 отношение 


P (а, а, ..., ав) <> (3x) (ах? Е... ап—х-ал=0) 


дважды диофантово. В частности, дважды диофантово отношение 
(3y) (F (x, y) = 0), где Е — многочлен от переменных х, у, имеющий 


целые коэффициенты (А. Тарский, см. [88]). 
3. n-A суперстепень х, символически X * п, определяется 


рекурсией 
0—1 ЕЕ, 


Ю. Робинсон [88] показала, что если существует диофантово 
отношение Р (х, у), удовлетворяющее требованиям 


(37) (Мхи) (P (x, у) > у«<х*т), 
yn) (3ху) (P (x, у) & y `> x”), 
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то каждое рекурсивно перечислимое отношение диофантово. 

4. В теореме 2 из п. 16.2 число т не фиксировано. P. Робин- 
сон [90] дал другое доказательство, из которого следует, что 
в упомянутой теореме можно взять M = 4, то есть что для каждого 
рекурсивно перечислимого множества М существует многочлен F 
от семи переменных с целыми коэффициентами, для которого 


хХЕМ <> (31) (Уг< и) (3 < y).. 
.. (3х4 < Y) (F (x, У, Z, X1, Хо, Хз, x4) =0). 


5. Не существует алгоритма, позволяющего для любого много- 
члена с целыми коэффициентами сказать, представляет ли он все 
натуральные числа, начиная с некоторого, или нет (Х. Пут- 
нам [77]. 

6. Для каждого рекурсивно перечислимого множества М суще- 
ствует такой многочлен Ё с целыми коэффициентами, что 


хЕМ < (Jy > x) (Ух! < У)... (Ух, < y) (F (x, Y, X1, ..., Xn)=0) 


(Х. Путнам [77]. 

7. 10-я проблема Гильберта неразрешима, если для каждого 
целого положительного k существуют а, b, x, у такие, что 
ax3 — Вуз =l и хотя бы одно из чисел x, у больше, чем (a+ b)? 
(Девис и Путнам [27], Девис [24]. 

8. В кольце М [5] всех многочленов от одной переменной & 
с целыми коэффициентами каждое рекурсивно перечислимое множе- 
ство М положительных чисел диофантово. Это означает, что суще- 
ствует многочлен F(X, \У., ..., Yn) с коэффициентами из М (5) 
такой, что 


acM < (3У/))...(3У») (F (а, Y1, ..., Уп) =0), 


где кванторы относятся к совокупности всех элементов коль- 
ца М (5) (Девис и Путнам [27]. 
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267, 271—975, 275, 2179, 202, 
300, 305, 309, 313, 317, 321, 
325, 327, 328, 335, 346, 349 
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Успенский В.А. 10, 155, 183, 324 


Фибоначчи 63 

Фишер П. 185 

Фридберг Р. 155, 158, 164, 165, 
176, 177, 181—183 


Хигман Г. 284, 301 
Холл M. 300 


Цейтин Г. С. 236, 283 


Чёрч А. 12—14, 32, 47, 48, 83, 
99.154; 177. 15%. 221. 284, 
290—992, 325 

Чиллаг 275 


Шеннон К. а 
Шефердсон Дж. 
Шмульян Р. т 


Эйлер Л. 81, 363 


i85, 211, 220 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Алгебра 25, 28 

— конечно порожденная 29 

—, основное множество 26 

—, основные операции 26 — 

— Робинсон 120 

_— Робинсона 80 

—, сигнатура 26 

— частичная 26 | 

Алгебры, изоморфизм 26 

— однотипные 26 

Алгоритм (алгорифм) 9—11 
—, детерминированность 10 

—, дискретность 10 

— Евклида 10 

—, интуитивное понятие 11 

—, массовость 11 

—, направленность 10 

— нормальный 311 

— операторный 313 

—, элементарность шагов 10 

Алфавит 19 

— бесконечный 31 

— машины внешний 237 

— — внутренний 238 

— редуцированный 244 


Буква 19 


Гипотеза Клини 13 

— Чёрча 13 

График общерекурсивный 94 
— примитивно рекурсивный 94 
— рекурсивно перечислимый 94 
— функции 94 


Декартова степень 20 
Декартово произведение 20 


Значение терма 22 
= функции 2l 


„Иерархия арифметическая 302, 
303 


— Клини 302 
Изоморфизм алгебр 26 


— нумерованных множеств 187 


`Канторовский номер пары 64 
— —И-ки 66 _ 
Канторовское расположение пар 
›. 63 


Квадратичный остаток числа 60 

Класс алгебр 26 

— всех рекурсивных функций 
12 


— достаточный 139 

— моделей сигнатуры о 288 

— нумерационный 187 

Клетка 18, 237 

Клиниевский номер функции 145 

Код 29, 30 

Кодирование 29 

Команда машинная 240 

— подстановочная 243 

Композит машин 252 

Композиция бинарных отноше- 
ний 236 

— слов 19 

Конфигурация машины’ 239 


Лента 18, 237 


Машина 14, 236 
м. (перенос нуля) 253 
— (левый сдвиг) 253 
ее а (правый сдвиг) 253 
— Б+Б+ (двойной перенос) 256 
— В а 254 
— Г (удвоение) 255 
=— [г (копирование) 256 
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Машина Минского 328 

— многоленточная 325 

— строго универсальная 274 

_ — Тьюринга 14, 237 

— — универсальная 271 

— Тьюринга — Поста 236 

— универсальная 271 

— Ц (циклический сдвиг) 256 

Множества, креативная система 
212 

—, — n-Ka 212 

— Tinei гомоморфизм 

87 

— —, изоморфизм 187 

— рекурсивно неотделимые 216 

— — отделимые 215 

—, сводимость 167 

— сильно неотделимые 219 

RAE креативная система 

3 

— эффективно неотделимые 217 

—, т-эквивалентные 169 

Множество арифметическое 293 

— гипергипериммунное 182 

— гипергиперпростое 183 

— гипериммунное 182 

— гиперпростое 183 

— диофантово 351 

— замкнутое относительно ча- 
_стичной операции 26 

— иммунное, 174 

— клиниевских номеров 147 

— креативное 172 

— максимальное 175 

— мезоичное 181 

— нерекурсивное рекурсивно 
перечислимое 132 

— номерное 186 

порожденное 27, 88 

примитивно рекурсивное 

(относительно...) 46, 

продуктивное 169 

простое 174 

рекурсивно перечислимое 85 

рекурсивное 82 

ретрассируемое 183 

сводимое 167 

— таблично 184 

сжатое 175. 

слабо продуктивное 182 

словарное 222 

творческое 172 


PEEL ЕЕ 


Множество частично рекурсив- 
ное (относительно...) 

— эффективно иммунное 185 

— — простое 185 

— т-универсальное 168 

— Е натуральных чисел 91, 
9 


Модель 288 


Номер множества чисел стан- 
дартный 157. 

— пары канторовский 64 

— функции 105, 145 

— — стандартный 165 

— п-ки канторовский 65, 66 

Нормальная форма Клини 128 

Нумерация 142, 186 

— алфавитная 222 

— вычислимая 155 

— геделевская 142, 155 

— канторовская 63 

— Клини 142, 145 

— однозначная 156, 186 

—, отвечающая универсальной 
функции 105 

— полная 186, 198 

— Поста 148, 149 

— простая 186 

— с эффективно бесконечными 
классами 191 | 

— стандартная 157 

Нумерации, односводимость 190 

—, одноэквивалентность 191 

— рекурсивно изоморфные 188 

— эквивалентные 188 


Оператор минимизации 42, 44 

— обращения 43 

— примитивной рекурсии 35 

— словарный 226 

Операция 21, 88 

—, изображенная термом 23 

— итерирования —одноместной 
частичной функции 73. | 


— композиции одноместных ча- 


стичных функций 73 
— мажорированного обращения 
› 
минимизации 42 
— специального вида 70 
общерекурсивная 95 


вы 
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Операция подстановки 33 
— примитивной рекурсии 35 
— — — специального вида 68 
— сложения одноместных ча- 
стичных функций 73 
суммирования 52, 53 
суперпозиции 33 
термальная 25 
частично рекурсивная 95, 96 
Определяющие соотношения 277 
Особый объект 198 
Отношение бинарное 236 
Отношения бинарные, компози- 
ция 236 


LpA 


Память внешняя 237 

— внутренняя 238 

Подалгебра замкнутая 28 

— частичная 28 

Подслово 19 

Полугруппа 275 

— свободная 276 

Порождающие 28, 277 

р PRPRATEIROOTE Фибоначчи 
3 


Постовский кирпич 149 

т дважды диофантовый 
354 

— диофантовый 351 

— показательно  диофантовый 
366 

Представление Ейтса 184 

— Клини 128 

Преобразование 
левое 276 

— — правое 276 

Приказ 313, 314 

Примитивная рекурсия 35 

Проблема алгоритмическая 11, 
13 


элементарное 


алгоритмически разрешимая 
11, 83 

вхождения 82 

выводимости 344 
Гильберта (№ 10) 15, 350 
делимости слева 300 
Е Поста общая 
30 

— — ограниченная 301 
конфигураций 335 
нахождения правого обрат- 
ного элемента 300 


Е 


|] 


ПРЕ ДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Проблема остановки 272, 335, 
344 

— равенства слов в полугруп- 
пах 275 

— тождества в теории групп 15 

— тождественной истинности 
формул в исчислении первой 
ступени, неразрешимость 14, 
290 

Программа 10, 240 

— операторного алгоритма 314 

— подстановок 247 

Продуктивный центр 181 

Продукции PRBOPORRNE 340 

— Поста 309 

Произведение слов 19 

Прямой пересчет 183 


Рекурсия 61 

— возвратная 61 

— второй ступени 101 

— ограниченная 139 

— примитивная 35, 61 

— словарная примитивная 227 
— совместная 81 


Сводимость множеств 167 

— табличная 184 

Семейство внутренне продук- 
тивное 207 

— вполне креативное 203 

— — перечислимое 203 

— — рекурсивное 203 

— у-перечислимое 157 

Сигнатура алгебры 26 

Символ индивидуальный 25 

— переменный, 25 

— предикатный 285 

— предметный 21, 285 

— — свободный 286 

— — связанный 286 

— функциональный 21, 

— — П-местный 21, 285 

Система аксиом выполнимая 289 

множеств креативная 212 

— слабо креативная 213 

подстановок 308 

полу-Туэ 309 

продукций Поста 309 

формальная 306 

лова, графическое равенство 19 

‚ композиция 


285 


В. 


t3 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Словарная минимизация 228 

— примитивно рекурсивная 
функция 227 

Слово 

—, вхождение 20 

—, длина 19 

— машинное 239 

—, подстановка 20 

— пустое 19 

— расширенное машинное 242 

—, результат переработки 244, 
312 


Состояние внутренней памяти 
238 


— заключительное 238 

— машины 239 

— начальное 245 

Стандартный номер множества 
чисел 157 

— — функции 165 

Схема 311 


ТАГ-проблема 344 

Тезис Тьюринга 48 

— Чёрча 13, 47 

Теорема Аккермана 114 

— Гёделя 293 

— Гильберта — Гёделя 289 

— Девиса 356 

— Клини о неподвижной точке 
146 

— Майхила о неподвижной точ- 
ке 152 

— Маркова 137 

— Минского 317, 336, 341 

— о возвратной рекурсии 62 

— о графике частично рекур- 
сивной функции 122 

— о мажорируемых 
функциях 56 

— ТЕН предикатов 
150 


неявных 


— орекурсии второй ступени 102 

— нь продолжении 
1 

— о существовании универсаль- 
ной функции для одномест- 
ных примитивно рекурсив- 
ных функций 106 

— об изоморфизме нумераций 
192 

— Поста 87 


387 


Теорема Поста — Маркова 
282 

Поста — Минковского 344 
Поста о кванторном пред- 
ставлении 

Путнама 363 

Райса 147 

Робинсон Ю. 116 
Робинсона 74 

Сколема 135 

Фридберга 176 

Чёрча 290 

Терм 21 

—, значение 22 

— операторный 34 
Трансформация 139 


|| 


ЕЖЕ 


Уравнение показательное 365 


Финитное соответствие 192 

Формула 286 

— второй ступени 298 

— подстановочная простая 311 

— — заключительная 311 

— Путнама 364 

— сигнатуры о 288 

— тождественно истинная 289 

Функции, равенство 21 

Функция Аккермана 113 

— алгоритмически вычислимая 

(относительно...) 47, 48 

большого размаха 136 

всюду определенная 21 

вычислимая 12 

— по Тьюрингу 246 

— правильно 250 

Гёделя 66 

дважды диофантова 354 

диофантова 352 

—, доопределение 131 

— допустимая 74, 116 

—, значение 21 

— канторовская 64 

— Клини универсальная 
144 

—, клиниевский номер 145 

— конечно определенная 165 

—, кусочное задание 54 

— нигде не определенная 21 

—, номер 105, 145 

—, область определенности 20 

— обратная 43 


и 


130, 
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Функция общерекурсивная 49 
— — универсальная 105, 111 
—, определенная кусочной схе- 
мой 54, 55 
показательно диофантова 366 
представляющая 95, 223 
примитивно рекурсивная 37 
— — одноместная 72 
— — относительно Y 37 
— —, стандартное задание 
41 
продуктивная € 170 
простейшая 24, 32 
рекурсивная 12 
словарная 223 
— нормально 
312 
— примитивно рекурсивная 
_ 234 | 
— — простейшая 224, 226 
частично  рекурсивная 


PEVA 


PT iel 


вычислимая 


| 


223 
—, совокупность значений 21 
—, термальная запись 34 
— универсальная 105, 130 
— характеристическая 45 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Функция характеристическая пу- 
стого множества 45 
частичная 20 

— продуктивная 181 

—, расширение 131 

— характеристическая 45 
— п-местная 21 

частично рекурсивная 13, 44 
— — относительно * 44 
— —, параметризация 122 
— — Универсальная 130 
Эйлера 81 

элементарная (относитель- 
но...) 33 

— по Кальмару 138 

— по Сколему 139 
В-мажорируемая 114 


| 


Гы 


Эквивалентность 277 

— нумерационная 187 
Экспонента числа 60 
Элементарная теория 289 


Ячейка 18, 237 
— пустая 19, 237 


ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


Ниже для ряда основных обозначений указываются страницы 
книги, где впервые вводятся или определяются соответствующие 
понятия или объекты. Кратко поясняются лишь обозначения неко- 
торых общих математических понятий. 


{a, b, ..., с} —множество, состоящее из элементов а, b, ..., C; 
{x | А(х)} — множество тех значений X, которые удовлетворяют 
условию А (x) (т. e. для которых A (x) истинно); 
хХЕА— элемент х принадлежит множеству А; 
х6А— элемент х не принадлежит множеству А; 
АСВ—А есть часть В; 


А £ В—А не есть часть B; 
А |] В объединение множеств А и B; 
А () В— пересечение множеств А и B; 
A — В— разность множеств А и В, т. e. множество тех эле- 
ментов А, которые не входят в В; 
$ — пустое множество; 
А’— дополнение множества А; 
[|]J — объединение системы множеств; 
Г] — пересечение системы множеств; 
(a, b, ..., с) — упорядоченная последовательность а, b, ..., с; 
А.х...хА„— декартово произведение множеств А|, ..., Ав; 
А”— декартова степень множества А; 
N — множество натуральных чисел; 


ASB по определению есть В; 
А& В [Аи В; 
AV B—A или В; 

] А—не А; 


A= B— А влечет В; 
А < B— А равносильно В, т.е. А тогда и только тогда, когда В; 
(3х) (...) — существует такое значение х, что .... 


(Ух) (...)— для каждого значения х...; 
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


Числовые функции и операторы: 


0-2. 
x+y 
x-y 
xY 
sg x, sg x 
Swa i 
ху 
|[х— | 


[5 | или ей 
rest (x, и) 


div (x, y) 
ndx 
Pn 
л (x) 
ex (x, у) или eXx (y) 
[x] 
q (x) 
[Их] 
с (x, y) 
Е (х) 


r (x) 


стр. 


c” (Xis . .Ă9 Ea) 


Cni (x) 
r(x, y) 
D (n, x) 


prti (хо, Х1, ...9 Хп) 
T”+1 (хо, Xis ..., ki) 


E (x) 
[x, y] 
о And 
[Хи 


КП (хо, Xis +. .у Xn) 


* 


J 
Uy 
fer, 


ming 


Словарные функции и операторы: 


Л 
S; (x) 
О (x) 
Im (11, ...) En) 


стр. 
222 
224 
226 


226 


229 


228 
229 
229 
230 


230 
230 


А (Е, 5) 
D; (+) 
D (t, 5) 
Wn+1 (1, .. . {1+1 


Е (Е, 9) 
EN 
Sb (5; 9, 3) 
Sba, (ë, 9) 


У (а, Е) 


Эа 
-e Yn) 


ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


Com (b, g) 
St (x) 


Другие знаки: 


стр. 
269 
268 


стр. 


167 


145 
149 
198 
222 
276 


306 


Rest (x, 9) 
Dir (x) 
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стр. 
268 
269 


стр. 
306 
250 


250 
234 
296 

26 
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Алгоритмом называется предписание 
(программа), указывающее, какие про- 
стейшие действия и в каком порядке 
следует совершить над заданными ве- 
личинами, чтобы получить искомую ве- 
личину. Фиксируя программу и меняя 
заданные величины, будем получать 
различные значения для искомой вели- 
чины. Таким образом, искомая величина 
будет функцией от заданных величин, 
вычислимой с помощью фиксированного 
алгоритма. Функции, обладающие ука- 
занным свойством, называются рекур- 
CHBHbIMH. 

Все детерминированные вычисли- 
тельные машины работают согласно 
алгоритмам, определяемым конструкцией . 
машин и начальными состояниями неко- 
торых частей машин. Поэтому функции, 
вычислимые на машинах, заведомо 
рекурсивные, что связывает теорию pe- 
курсивных функций с теорией вычис- 
лительных машин. Не менее важное 
значение теория алгоритмов и рекур- 
сивных функций имеет и для самой 
математики. Развернутая теория алго- 
ритмов позволяет находить алгоритмы 
для решения сложных математических 
задач. Вместе с тем теория алгорит- 
мов позволяет доказывать несуще- 
ствование алгоритмов для ряда HH- 
тересных классов задач. 
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